Capitulo 3

MOVIMENTO BIDIMENSIONAL

Livro-Texto: Curso de Fisica Basica-Mecanica, H. Moysés Nussenzveig (42. Edigao,2003)

Atencao Estas notas tém por finalidade auxilid-lo no estudo dos assuntos tratados no livro-texto (Fisica Basica-Mecanica de H. Moysés

Nussenzveig) e ndo devem ser usadas com o intuito de substitui-lo. A leitura do livro-texto é imprescindivel!

= Resumo do Capitulo

Agui vocé tem uma visdo geral sobre o assunto deste capitulo

Neste capitulo, vamos dar continuidade ao estudo do movimento, tratando o movimento no plano (ou movimento
bidimensional). A generalizagdo dos conceitos de grandezas fisicas tais como deslocamento, velocidade e
aceleracao, introduzidas no capitulo anterior, sera feita aqui com o auxilio de vetores.

Vocé ja deve saber que um vetor € usado na fisica para representar grandezas que, para serem completamente
determinadas, nao basta conhecermos apenas um numero (médulo), mas que precisam de informacgbes adicionais
(diregdo e sentido) para serem caracterizadas. Sdo exemplos destas grandezas vetoriais o deslocamento, a
velocidade, a aceleragéo e a forga etc. (Para outras, as grandezas escalares, como distancia, massa, tempo e energia,
basta um numero para serem caracterizadas).

Mas o principal motivo para o uso de vetores na fisica € o seu carater intrinseco para a representacdo de uma
grandeza vetorial, que se reflete na sua independéncia em relagdo aos sistemas de coordenadas. Considere por
exemplo a localizagdo de um ponto P no plano, utilizando-se um sistema de coordenadas cartesianas, Oxy. Neste
sistema, a posi¢ao deste ponto é feita através de um par de numeros (x,y), conhecido como coordenadas do ponto P.
Ja sabemos também que a escolha de um sistema de coordenadas é completamente arbitraria e, esta arbitrariedade
nos permite escolher a orientagdo dos eixos coordenados em qualquer diregdo no plano. Mas, é d6bvio que,
mudando-se a orientagdo dos eixos Ox e Oy, do sistema Oxy, por exemplo, através de uma rotacédo destes eixos em
torno da origem O, entdo, no novo sistema, que designaremos por Ox'y', as coordenadas do mesmo ponto P
tornam-se agora (x,y'), diferentes daquelas que foram medidas no sistema original Oxy. Isto acontece porque esta
maneira de localizar o ponto no plano através de suas coordenadas, depende obviamente do sistema de coordenadas
que foi adotado. Assim, se uma lei da fisica depender de quantidades deste tipo, sua formulagdo matematica vai
depender do sistema de coordenadas escolhido para representa-la, o que sera diferente para cada caso. Como
veremos neste capitulo, o uso de vetores para representar essas grandezas, elimina esta arbitrariedade na formulagéo
de uma lei fisica por serem entidades matematicas, cuja representagdo geométrica € independente de sistemas de
coordenadas.

Mas, isto néo significa que devemos simplesmente abolir os sistemas de coordenadas. Embora sendo independente
deles, sempre é possivel relacionar um vetor a um dado sistema de coordenadas, através de suas proje¢des sobre
este sistema, ao que chamamos decomposicdo do vetor neste sistema. Por exemplo, v. vai aprender que com o0 uso
da decomposigdo de um vetor num sistema de coordenadas € muito mais simples realizar operagdes, tais como soma
e diferenca de vetores, do que fazé-las geometricamente sem o uso de coordenadas.

Em seguida, vamos utilizar o conceito de vetor para definir grandezas como deslocamento, velocidade e aceleragéo
(médias e instantaneas) no plano. Vamos aplicar essas definigbes ao estudo do movimento para o caso particular em
que a aceleragcdo instantinea (vetor) do objeto é constante (a = constante), conhecido como movimento
uniformemente acelerado. A conclusado deste estudo € que o movimento mais geral possivel, quando a = constante, é
um movimento plano. Em outras palavras, quando a = constante, a trajetéria da particula estd contida num plano
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definido por a e vq (velocidade inicial).

Como aplicagao destes resultados, vamos considerar o caso particular que resulta no movimento retilineo ja estudado
no capitulo anterior. Procure entender que isto acontece, quando os vetores a e v sdo paralelos entre si (ou seja, tém
a mesma diregéo).

Outra aplicagéo dos resultados para a = constante € o movimento de projéteis. Mas, para que isto seja possivel,
devemos fazer duas aproximagdes: (1) desprezar a resisténcia do ar (considerando o movimento no vacuo) e (2)
desprezar a variagdo da aceleragéo da gravidade (considerando o movimento proximo a superficie da Terra).

Outro tipo importante de movimento plano € o movimento circular. Quando estudarmos o movimento circular uniforme,
aquele em que o médulo da velocidade é constante, vocé deve estar atento para reconhecer que se trata de um
movimento acelerado, muito embora o valor da velocidade do objeto ndo varie. Neste caso, a aceleragdo tem origem
na variacao da diregao do vetor velocidade (que € um vetor cuja diregao € sempre tangente a trajetéria circular em que
se da o movimento do objeto). Como consequéncia, vamos mostrar que o vetor aceleragdo esta sempre apontando
para o centro da trajetoria circular, razdo pela qual chama-se aceleragdo centripeta. Como esta diregdo é sempre
perpendicular a tangente em qualquer ponto da trajetdria, a aceleragdo centripeta € sempre perpendicular a
velocidade da particula, e, portanto, ndo tem influéncia sobre o médulo da velocidade.

Uma caracteristica importante deste movimento circular é a regularidade com que o objeto descreve sua trajetéria.
Esta regularidade se reflete na constancia do tempo gasto pelo objeto sempre que realiza um percurso completo sobre
sua trajetoria e, por isso, € um movimento periddico. O movimento circular uniforme é o primeiro exemplo de
movimento periédico que estudamos. Uma grandeza importante neste tipo de movimento é o que se chama periodo
(T), que é definido como o tempo que o objeto leva para completar uma volta sobre a circunféncia. Outras grandezas
importantes relacionadas com o periodo sao frequéncia e velocidade angular. Procure entender bem esses conceitos
que serdo muito uteis ao longo do curso.

Ao tratar o movimento circular acelerado, onde tanto o médulo como a diregdo da velocidade variam, vamos mostrar
que a aceleragdo do movimento pode ser decomposta em duas outras, conhecidas como aceleragbes tangencial e
normal, sendo que a aceleragdo tangencial € a responsavel pela variagdo do modulo do vetor velocidade, e a
aceleracédo normal, pela variagdo da sua dire¢do. Estes resultados sdo entdo aplicados para o caso especial em que 0
modulo da aceleragao tangencial € constante, conhecido como movimento circular uniformemente acelerado.

Além desses movimentos com trajetorias simples (como o movimento retilineo, parabdlico e circular) vocé também vai
aprender como descrever um movimento plano geral, onde a trajetéria pode ser qualquer curva.

O assunto final deste capitulo é sobre velocidade relativa, que esta relacionado com um tema mais amplo referido
como movimento relativo. Quando comegamos a estudar movimento, no Capitulo 2, alertamos para o fato de que este
€ um conceito relativo, ou seja, que depende da escolha de um referencial para ser descrito. O estudo sistematico da
relatividade dos movimentos sera abordado em outro capitulo. O objetivo desta se¢édo € apenas introduzir o conceito
de velocidade relativa, que € uma ferramenta muito util na formulagao daquele estudo mais amplo.

Como o proprio nome sugere, o termo velocidade relativa é usado para indicar a velocidade de um objeto (2) em
relacdo ao objeto (1), quando conhecemos as velocidades dos dois objetos em relacdo a um dado referncial O. Até
aqui, nosso estudo tratou apenas do movimento um uUnico objeto em relagdo a um referencial. Nesta se¢do, vamos
estender nosso formalismo para descrever movimentos simultaneos de dois ou mais objetos em relagdo a um dado
referencial. Por exemplo, sabemos que ao soltar um objeto em um 6nibus em movimento, o objeto descrevera uma
trajetdria retilinea vertical, em relacdo ao 6nibus, que seria a mesma no caso do dnibus parado (semelhante ao que
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acontece com o navio de Galileu). Mas como relacionar este movimento a um observador que esta em repouso na
plataforma? Como veremos, questdes como estas podem ser respondidas com o conceito de velocidade relativa.

m Assunto: Movimento Bidimensional

Aqui vocé fica sabendo quais os assuntos que serdo tratatados nas aulas sobre este capitulo.

Sec¢ao 3.1 Descricao em termos de coordenadas
Sec¢ao 3.2 Vetores

Secdo 3.3 Componentes de um vetor

Secgao 3.4 Velocidade e aceleragio vetoriais
Se¢ao 3.5 Movimento uniformemente acelerado
Sec¢ao 3.6 Movimento dos projéteis

Segao 3.7 Movimento circular uniforme

Sec¢ao 3.8 Aceleragdes tangencial e normal

Sec¢ao 3.9 Velocidade relativa

= Objetivos Especificos

Ler apenas ndo basta: certifique-se sempre de que vocé esta aprendendo. Resolva uma quantidade razoavel de problemas do capitulo.

Ao término deste capitulo, verifique se vocé é capaz de:

« descrever o movimento em termos de coordenadas ou com auxilio de vetores.

« entender o que é vetor e saber representa-lo geometricamente sem auxilio de um sistema de coordenadas.

« saber algumas as regras basicas da algebra vetorial para composicéo de vetores.

« entender o conceito de vetor unitario na dire¢do de um dado vetor e saber usa-lo para representar aquele vetor.

« saber relacionar o vetor a um sistema de coordenadas, através de suas componentes, usando o conceito de
vetores unitarios nas direcbes dos eixos coordenados.

« conceituar velocidade e aceleragao vetoriais.

« representar e interpretar graficamente os vetores velcidade média e velocidade instantanea.

« calcular o vetor velocidade instantanea como um processo limite do vetor velocidade média.

« conceituar vetor aceleragao média e vetor aceleragéo instantanea, sabendo distinguir um do outro.
o representar e interpretar geometricamente os vetores aceleracdo média e aceleracéo instantanea.
« calcular o vetor aceleracéo instantdnea como um processo limite do vetor aceleragdo média.

« entender que o movimento mais geral quando o vetor aceleragéo é constante € um movimento plano, sabendo
aplicar os resultados para descrever o movimento retilineo (uniforme e uniformemente acelerado) e o movimento
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de projéteis.

« entender, através do movimento circular uniforme, como a aceleragao pode influenciar apenas a variagdo da
direc&o da velocidade, mantendo o modulo desta constante.

« entender o conceito de movimento periddico, sabendo calcular periodo, frequéncia e velocidade angular.

« entender, através do movimento circular acelerado, como a aceleracdo pode ser decomposta em aceleracbes
tangencial e normal, sabendo distinguir o efeito de cada uma delas

« descrever o movimento plano através de uma trajetéria qualquer.

« entender o que é velocidade relativa e saber aplicar seus conceitos.

= Guia de Estudo

Nesta sec¢édo, discutimos alguns assuntos apresentados no livro-texto, visando uma abordagem, sempre que possivel, complementar

Secédo 3.1 Descricdo em termos de coordenadas

Neste capitulo, vamos estudar o movimento no plano (duas dimensdes), que inclui muitos casos importantes como o
movimento de projéteis, movimento da Terra em torno do Sol (movimento circular) etc. Como fizemos no caso do
movimento unidimensional, vamos comegar escolhendo um referencial para especificar a localizagédo de um ponto do
movel. A localizagdo de um ponto num plano, como sabemos, é feita através de dois par&dmetros que sdo suas
coordenadas em relagcéo ao referencial. Se adotarmos um sistema de coordenadas cartesianas, a posicao de uma
particula em movimento no plano sera descrito pelo par de fungdes

(x(0), (1)

y(t)

S x(t)

Figura 3.1 Movimento num plano - coordenadas retangulares

onde x(t) é a abcissa e y(t), a coordenada da particula no instante t. Podemos observar que, a medida que o ponto P
se move, descrevendo a trajetéria da particula no plano, suas proje¢cdes sobre os eixos Ox e Oy se movem, em
correspondéncia ao movimento da particula, descrevendo movimentos unidimensionais. Desta maneira, pode-se
reduzir o movimento bidimensional a dois movimentos unidimensionais simultaneos, cuja composicdo leva ao
movimento no plano.

Independéncia dos movimentos
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Os movimentos ao longo de dois eixos ortogonais, como os que foram obtidos pela projecao sobre os eixos Ox e Oy do
movimento da particula ao longo de sua trajetéria, podem em algumas situagdes ser considerados independentes
entre si. Em outras palavras, isto significa que o0 movimento ao longo do eixo dos y nao é afetado pelo movimento ao
longo do eixo dos x, podendo cada um desses movimentos ser tratado isoladamente, o que facilita bastante o estudo
do movimento no plano, uma vez que os movimentos das projecbes seguem as propriedades do movimento
unidimensional ja estudado no capitulo anterior. Existem exemplos importantes onde podemos aplicar a independéncia
dos movimentos, tais como, movimento de projéteis (na auséncia da resisténcia do ar) e movimento circular, que
estudaremos neste capitulo.

Galileu foi o primeiro a reconhecer esta independéncia e usa-la para descrever corretamente pela primeira vez o
movimento de projéteis e, também, para refutar um dos principais argumentos usados pelos seguidores de Ptolomeu
para provar a imobilidade da Terra. No LT, v. pode acompanhar uma série de exemplos dados por Galileu em que ele
usa esta propriedade.

Apesar da importancia desta propriedade nos exemplos estudados, ela nao se aplica a todos os movimentos. Por
exemplo, no caso do movimento de projéteis em que levamos em conta a resiténcia do ar, os movimentos ao longo
dos eixos ortogonais se acoplam de tal maneira que o0 movimento ao longo do eixo y depende do movimento ao longo
do eixo x e, portanto, essa independéncia deixa de valer. Mas, mesmo nos casos em que a independéncia dos
movimentos perde a validade, é possivel tratar o movimento da particula no plano decompondo-o em dois movimentos
unidimensionais simultaneos ao longo dos eixos ortogonais considerados.

Secédo 3.2  Vetores

Uma outra maneira de descrever o movimento mostrado na Figura 3.1 é considerar um sistema de coordenadas
polares, definido por uma origem O, em relagdo a qual se mede a distancia r do ponto P, e uma direcao de referéncia
Ox, em relagdo a qual se mede a diregdo 0 do segmento de reta OP. Assim, a posi¢cdo da particula em cada instante
sera descrita também pelo par de fungdes

(r(©),0(t)

X

Figura 3.2 Movimento num plano - coordenadas

Como v. ja pode estar pensando, existem muitas possibilidades de descrever este mesmo movimento, mudando-se
por exemplo a posi¢cédo da origem e a orientacédo do eixo Ox na Figura 3.2, ou a orientagdo dos eixos Ox e Oy na Figura
3.1. Em todos os casos, as coordenadas do ponto, (x(t),y(t)) ou (r(t),0(t)), mudam com a nova configuracao, e isto
pode nos levar a pensar erroneamente que em cada um desses casos 0 movimento resultante, obtido através da
composicao dos movimentos em cada uma das coordenadas, seja diferente para cada configuragao, isto €, que o
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movimento da particula dependa intrinsicamente do sistema de coordenadas que estamos utilizando. Porém, como se
pode deduzir olhando diretamente para a trajetéria, esta conclusao € incorreta, o que nos permite dizer que o sistema
de coordenadas tem um papel secundario (ou acessorio) na descrigdo do movimento.

Existe, no entanto, uma forma intrinseca de descrever o movimento, que nado depende da escolha de sistemas de
coordenadas, feita com o auxilio do conceito de vetores.

Grandezas escalares e vetoriais

Quando estudamos fisica, nos deparamos com pelo menos dois tipos de grandezas com caracteristicas diferentes.
Existem grandezas, como o niumero de bolas numa caixa, que sao conhecidas como grandezas escalares. Para que
essas grandezas figuem completamente determinadas, basta conhecer apenas um numero, que indica sua quantidade
ou magnitude (ou modulo). Sdo exemplos de grandezas escalares o tempo, a massa e a energia.

Para outras grandezas importantes na fisica, como posicdo, deslocamento, velocidade e aceleracédo, nao basta
conhecermos apenas o numero que indica a magnitude da grandeza; precisamos também de outras informagdes
como a direcéo e o sentido em que elas atuam. Grandezas deste tipo sdo conhecidas como grandezas vetoriais e sao
representadas por vetores.

Vetor posicéo e vetor deslocamento

Vamos voltar ao problema da localizagcdo de um ponto no plano usando um sistema de coordenadas cartesianas. Em
relagdo ao sistema Oxy as coordenadas do ponto P s&o (x,y). Ao passarmos do sistema Oxy para o sistema Ox'y'
fazendo uma rotac&o de eixos daquele sistema em torno da origem O, por um angulo ¢, as coordenadas do mesmo
ponto P mudam para (x',y'), conforme mostra a Figura 3.3. Por exemplo, se o ponto P tem coordenadas (3,5) no
sistema Oxy, as coordenadas deste ponto no sistema Ox'y’ mudam para (5,1,2,8), quando ¢ = 30°, ou para (5,7,1,4),

no sistema Ox"y" quando ¢ = 45° e assim por diante.

Figura 3.3 Sistemas de coordenadas

E 6bvio da figura acima que o ponto P no plano continua o mesmo, tendo mudado apenas os pares de nimeros que o
localizam nos diferentes sistemas de coordenadas. A questdo é: como expressar matematicamente o fato de que
diferentes pares de numeros (x,y), (X,y') e (x",y") representam a mesma “coisa”? A resposta estd no conceito de
vetor.

Vetor posigdo  Graficamente um vetor é representado por um segmento de reta orientado. O comprimento desse
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segmento de reta representa 0 modulo do vetor nas unidades adotadas. No caso do vetor expressar a localizagéo do
ponto P, este segmento ¢ o OP mostrado na Figura 3.4, que vai desde a origem O até o ponto P. Simbolicamente,
representa-se este vetor pela letra r em negrito ou por ¥, sendo esta Ultima a forma mais usada em manuscritos. A
magnitude ou mddulo de um vetor representa-se por |r| ou simplesmente por r. Assim definido, dizemos que o vetor r
€ o vetor posicao do ponto P em relagéo a origem O (ou, como diz o LT, é o vetor deslocamento do ponto P em relagédo

a origem O).

Figura 3.4 Representacao grafica de um vetor

Mas o que significa o simbolo r? Pelo que ja vimos sobre a localizagdo de um ponto no plano, r ndo pode representar
um unico numero, mas sim dois nimeros, x e y (ou trés nimeros, X, y € z, no espacgo tridimensional). Exemplo disto,
séo as coordenadas (3,5) do ponto P no sistema de coordenadas Oxy. Mas n&o sdo sO esses numeros que o simbolo
r representa: ele também representa o par (5,1,2,8) no sistema Ox'y’ ou o par (5,7,1,4) no sistema Ox"y" e assim por
diante. Ou seja, o simbolo r representa a posi¢ao do ponto P independentemente de um sistema de coordenadas e
esses pares de numeros s&o apenas as proje¢des do vetor r nas diregées dos eixos considerados. Denotando essas

projecdes por ry e ry no sistema Oxy, ri e ry no sistema Ox'y' e ry e ry no sistema Ox"y" podemos escrever:

rx:3 ry:5
ry=51 r,=28
ry =57 ry =14

Assim, podemos podemos relacionar um vetor com um sistema de coordenadas através de suas projecoes:
r = (rx,ry). Mais tarde voltaremos a discussao sobre as projegdes de vetores nas diregdes dos eixos coordenados.

Vetor deslocamento  Outro vetor muito importante na fisica é aquele que expressa o deslocamento de uma
particula sobre a trajetéria, entre os pontos P1 e P2, que é representado graficamente pelo segmento de reta orientado
que vai diretamente do ponto P; ao ponto P, como mostra a Figura 3.5. A este vetor damos o nome de vetor
deslocamento entre os pontos P; e P2 (ou, como diz o LT, vetor deslocamento relativo do ponto P2 em relagcdo ao
ponto P1) e denotamos pelo simbolo ri2 ou Ar.
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ri> OU Ar

Operagdes com vetores

As operagbes (soma, subtragédo etc) com quantidades escalares seguem as regras da algebra usual. Queremos agora
saber como realizar essas operagdes com vetores. Sabemos que, diferentes das grandezas escalares, os vetores
representam quantidades que tém, além da magnitude ou moddulo, uma dire¢cdo e um sentido. Assim, quando
somarmos duas dessas grandezas devemos levar em conta todos esses fatores. Isto significa que as operagdes
algébricas ndo podem ser aplicadas aos vetores e, portanto, outras regras precisaram ser “inventadas” exclusivamente
para essa finalidade. Essas regras ou leis fazem parte da algebra vetorial, cujas propriedades basicas apresentamos a
sequir.

Soma de vetores

Regra do paralelogramo  Geometricamente, a soma de dois vetores é obtida unindo a origem do primeiro a
extremidade do segundo vetor, ou, o que é equivalente, pela “regra do paralelogramo”, tomando a diagonal do
paralelogramo construido sobre os vetores. Por exemplo, sejam dois vetores (deslocamentos) arbitrarios r1 € r» como
mostrado na Figura 3.5(a). Chama-se vetor resultante r a “soma” dos vetores r; e r; € representamos por

r=ri+rp

I

ry

@ (b)

Figura 3.5 (a) Deslocamento resultante e (b) regra do paralelogramo.
Na Figura 3.5(b) representamos o mesmo vetor (deslocamento) resultante, mas usando a regra do paralelogramo.

Soma de varios vetores  Quando se tem varios de vetores, a soma pode ser obtida, geometricamente, unindo-se a
origem do primeiro a extremidade do ultimo vetor, como mostra a Figura 3.6 para quatro vetores, ri, rz, rz e ra. A
“soma” r desses vetores é representada por

r=ri1+r2+ra3+ry
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Figura 3.6 Soma de varios vetores

Propriedade comutativa Note que, com a definigdo geométrica dada acima, a soma de vetores possui a
propriedade comutativa, isto é,

ri+r2 =ra2+ra

como pode ser visto facilmente na Figura 3.7.

Figura 3.7 Propridade comutativa da soma de vetores

Propriedade associativa Além da propriedade comutativa, a soma de vetores também possui a propriedade
associativa, isto é,

ri+ro+r3=ri1+(ra+rz)=(ri1+r2)+rs

A Figura 3.8 mostra esta propriedade.

(b)

Figura 3.8 Propriedade associativa da soma de vetores

Diferenca de dois vetores
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Vetor nulo  Para representar um deslocamento onde o mével retorna ao mesmo ponto de partida, vamos definir o
vetor nulo, que designamos por 0. Assim, para qualquer vetor r, vale a relagéo
r+0=r
Expressa de outra forma,
r+(-r)=20
isto significa que a soma de um vetor r com um vetor —r resulta sempre no vetor nulo 0.

Vetor oposto  Das consideragbes acima, podemos concluir que, para cada vetor r, existe o vetor —-r, chamado
vetor oporto de r, que no caso do vetor deslocamento, leva sempre ao ponto de partida. O vetor oposto —r difere do
vetor r apenas pelo sentido, como mostra a Figura 3.9.

A

Figura 3.9 Deslocamento oposto

Diferenca de dois vetores A definicdo de vetor oposto nos permite definir a diferenca de dois vetores. Considere
que se queira calcular a diferenga de dois vetores, r1 e rz, na forma ry — r1. Para efetuar esta diferenga, somamos r»
com o vetor oposto de ry, isto é,

ro—ri=ra+(-ry)

Graficamente, a Figura 3.10 mostra como obter essa diferenga: em (a) toma-se o oposto de ri1; em (b) soma-se r»
com —r; através da regra do paralelogramo e em (c) desloca-se esse vetor “soma” para as extremidades de r; e r».

Em resumo: Para obter graficamente a diferenga de dois vetores, rz — r1, devemos unir a extremidade do vetor r; a
extremidade do vetor r», 0 que corresponde a outra diagonal na “regra do paralelogramo”.

I

-r1 rq -1 r, rqy

€) (b) (c)
Figura 3.10 Diferenga de dois vetores
Produto de um vetor por um escalar

Outra regra importante da algebra vetorial € a que trata do produto entre vetores e escalares. Seja o numero 1 > 0. O
produto Ar € um vetor que tem a mesma diregédo e sentido que r, mas de moédulo A vezes maior. Se 1 < 0 o sentido
inverte. A Figura abaixo mostra os casos em que A = 2 (positivo) e 4 = -2 (negativo).
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> ar (A=2)

Ar (A=-2)

A

Produto entre vetores e escalares.
Com esta definicdo, obtém imediatamente as identidades

l(l‘l + 1‘2) = Ari1 + Ara
A+u)r=Ar+ur

Toda grandeza que nédo é escalar € uma grandeza vetorial?

Da forma como classificamos as grandezas fisicas, pode parecer que toda grandeza que tem um médulo, uma diregédo
e um sentido sempre pode ser representada por vetor. E importante observar que isto apenas néo basta para atribuir a
essa grandeza um carater vetorial. E preciso que ela obedeca as leis de composi¢éo consideradas acima, com todas
as suas propriedades (comutatividade, associatividade etc).

Rotagado por um angulo finito ndo é um vetor  Para ilustrar o caso de uma grandeza que possui médulo, diregao
e sentido, mas que nao pode ser representada por um vetor, considere a rotagao (p.ex., de um livro), por um angulo
finito 6 em torno de um eixo (ver Figura 3.11). Ao tentar associar-lhe um “vetor” “0”, poderiamos atribui-lo um maddulo
como sendo o angulo de rotagao 8, uma diregdo, como sendo a diregdo do eixo de rotagdo e um sentido, como sendo
o sentido de rotagao (horario ou anti-horario, quando visto da extremidade orientada do eixo). Na parte direita da
Figura 3.11 mostramos também uma vista de cima indicando que a rotagédo indicada tem o sentido anti-horario.
Entretanto, embora “0” tenha um mddulo, uma direcdo e um sentido, ndo € um vetor, uma vez que, como veremos no
exemplo a seguir, ndo satisfaz todas as propriedades dos vetores discutidas anteriormente.

Eixo de rotacao

"9“

\>\ e
0 Vista de cima
(sentido anti-horario)

Figura 3.11 Representacao de rotagao finita.

Para ver isto, considere duas rotagdes finitas de um objeto (livro), representadas por “01” e “02”, em torno de dois eixos
diferentes. Na Figura 3.12, “01” é uma rotagéo de +90° em torno do eixo Ox e “02” é uma rotacdo de +90° em torno do
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eixo Oz. Nas partes (a), (b) e (c) desta figura, primeiro aplicamos a rotagédo “01” (em relagéo ao eixo Ox) e em seguida
a rotagdo “02” (em torno do eixo Oz), sendo que a composi¢cao dessas duas rotagbes consecutivas deveria ser

representada pelo “vetor” soma “81” + “02”, cujo efeito é indicado pela posigéo do livro em (c).

(a) (b) . (')

A )
A o/ th
V4 : :
7] by 4 [ pan (PRPE
N 4 Ao Bit8)
‘afiél ‘E

Por outro lado, se aplicarmos primeiro “0,”, e, em seguida, “01”, como mostrado nas partes (a’), (b’) e (¢’) da figura, a
composigcao dessas duas rotagdes deveria ser representada pelo “vetor” soma “62” + “01”, cujo efeito também é
indicado pela posigao do livro em (¢’). Comparando os efeitos nas figuras (c) e (¢’), que mostram o livro em diferentes
posi¢des apos as duas sequéncias de rotagdes, conclui-se facilmente que

liel” + “9211 #: “9211 + “el"
Ou seja, a operagdo de composi¢cdo de duas rotagdes finitas que deveria corresponder ao “vetor” soma nao satisfaz a
propriedade comutativa da soma de dois vetores. Logo, as rotagdes finitas ndo sao vetores.

Secédo 3.3 Componentes de um vetor

Vimos que um vetor pode ser definido independentemente de um sistema de coordenadas. Mas sempre podemos
relacionar o vetor com um sistema de coordenadas, definindo suas componentes em relagdo a esse sistema. Por
enquanto vamos nos limitar a vetores no plano.

Um vetor nao esta associado a uma origem particular  Uma propriedade importante dos vetores é que estes nao
estdo associados a uma origem determinada. Isto significa que, se um vetor u’ for obtido do vetor u através de uma
translagdo, entdo podemos afirmar que esses dois vetores sdo iguais: u' = u.
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Vetores iguais obtidos pela translagdo de u.

Componentes de um vetor Seja u um vetor qualquer e tomamos a origem de u no ponto O (origem das
coordenadas). Devido a propriedade anterior, isto ndo introdugdo nenhuma restricdo, uma vez que um vetor ndo tem
uma origem especifica.

Figura 3.13 Componentes de um vetor

Chamam-se componentes de u segundo os eixos Ox e Oy as projegdes uy € uy de u sobre esses eixos (ver Figura
3.13). Desta figura, vé-se facilmente que o médulo do vetor u € dado por (teorema de Pitagoras)

luj=u= JuZ+uj

Vetor unitario  Chama-se vetor unitario um vetor que tem maédulo igual a 1. Costuma-se designar um vetor unitario
na diregdo do vetor u por i, de forma que, pela definicdo, temos

A_ U _ u
u= u

ul

Este vetor unitario esta representado na figura abaixo.

Vetor unitario na dire¢cdo de u

Com esta definigdo de vetor unitario, € devido a propriedade do produto de um vetor por um escalar, qualquer vetor u
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pode sempre ser escrito como o produto de seu modulo pelo vetor unitario na sua diregdo. Ou seja,
u=Juba=uid
Vetores unitarios i e j Os vetores unitarios muito importantes sdo aqueles associados com as diregées de Ox e Oy

sistema de coordenadas cartesianas, e sdo designados por i e j respectivamente (ou entdo por x e §). Com eles é
possivel escrever as componentes de qualquer vetor u ao longo das dire¢cdes Ox e Oy, ou seja,

Ux = Uxi = uXi

uy = Uyj = Wy§
Decomposicao de um vetor A Figura 3.14 mostra a decomposicdo de um vetor u em dois outros vetores uy e uy
ao longo dos eixos coordenados. Usando a regra do paralelogramo podemos escrever simbolicamente
u = ux+uy
Com a ajuda dos vetores unitarios nas dire¢des dos eixos, esta soma pode ser expressa como

u= U)(i+ij = uXﬁ"l‘Uyy

y

Figura 3.14 Decomposi¢ao de um vetor
Se 0 é o0 angulo entre u e Ox, da Figura 3.13 obtemos

Ux = [u] cosf = ucosf

Uy = |u] senf = usend

ou seja, as componentes u neste sistema de coordenadas, o0 que nos permite também escrever

<
cosf = % =t
[ug + u2

Uy

u u i
senf = —+ = —~
Jug + ug

J

que nos permite calcular a direcdo de u neste sistema em termos de suas componentes.

Componentes da soma de vetores

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 3 - Movimento Bidimensional 14
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Uma maneira muito simples de encontrar a resultante de dois vetores é através da decomposicdo de vetores.
Denotando por w a soma dos vetores u e v, a Figura 3.15 mostra claramente que
W=u+Vv=(Ux+Vx)i+ U +Vy)j
Se wy e wy sdo as componentes do vetor w neste sistema, entdo podemos escrever:
W= Wy i+Wyj

Comparando estas duas equacgoes, encontra-se

Wy Ux + Vx

ou seja, as componentes da soma de dois vetores é a soma das componentes dos vetores.

y
,,,,, S A
Fr .
> f ffffffffffffff ;
+ ><4
3> uy " 4‘40
Lo | N
O »:4— u, —>te— VX4>1

Figura 3.15 Componentes da soma de dois vetores

Modulo da soma de vetores  Usando as propriedades da decomposigdo de um vetor, é facil calcular o médulo da
soma de dois vetores. Por exemplo, da definigdo de médulo em termos das componentes, encontra-se

w= wZ+wl = 1/(ux+vx)2+(uy+vy)2

Direcdo da soma de vetores Para determinar a direcdo da soma de dois vetores, basta usar a Eq. (3.3.5) do LT,
aplicada ao vetor w, isto &,

_ Wy U4y
190 = W = TV,

Produto de vetores por escalares  Quando relacionamos um vetor com um sistema de coordenadas o produto Au
em termos das componentes do vetor neste sistema torna-se

ou seja, quando multiplicamos um vetor u, cujas componentes s&o (ux,Uy), por um escalar A, cada componente do
vetor Au fica multiplicada pelo mesmo fator A: (Auy, Auy).

Nem todo par ordenado define um vetor = Num dado sistema de coordenadas, um vetor esta associado a um par
Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 15
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ordenado. Por exemplo, o vetor u esta associado ao par ordenado (ux,uUy) que sdo suas componentes neste sistema
de coordenadas. Da mesma forma, u + v — (Ux + Vx, Uy + Vy), assim como Au — (Auy, Auy). Entretanto a reciproca nao é
verdadeira: nem todo par ordenado (ux,uy) define um vetor. E preciso também que se déem os vetores unitarios (i, )
que definem as dire¢des dos eixos do sistema, que permita construir o vetor como entidade intrinseca, representavel
geometricamente de forma independente do sistema de coordenadas.

Secédo 3.4 Velocidade e aceleracdo vetoriais

Nesta segdo vamos aplicar os conceitos de vetores discutidos anteriormente para definir velocidade e aceleragéo.
Considere uma particula, em movimento num plano, que descreve uma trajetéria APB em relagdo ao sistema de
referéncia Oxy. Seja r(t) a posigéo da particula no instante t, e r(t + At), no instante posterior t + At. O deslocamento
da particula entre os instantes t e t + At € o vetor Ar mostrado na Figura 3.18, definido por

Ar = r(t+ At) — r(t)

Ay | A P

r(t+At)

~— AX
Figura 3.18 Trajetoria plana.

Velocidades média e instantanea
Velocidade média  Por analogia com a Eq. (2.15-LT), vamos definir a velocidade média entre os instantes t e t + At
por

- r(t+ At) — r(t) Ar
Visteat = T = E

Observe que a velocidade média vi.w:.at € um vetor, cuja direcdo e sentido sdo dados pelo vetor Ar (diregao da corda
PP’ que liga as posigbes nos instantes t e t + At sobre a trajetdria).

Componentes da velocidade média Como o vetor deslocamento pode ser escrito como Ar = AXi+ Ay j, segue
que as componentes da velocidade média sédo
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Vx(totrat) = ﬁ—z[(

_ A
Vy(tot+at) = T){

ou seja, sdo exatamente as velocidades médias dos movimentos unidimensionais descritos pelas projegdes x(t) e y(t)
sobre 0s eixos.

Componentes da velocidade instantdanea  De acordo com a discussao elaborada na Segéo 2.2, quando At —» 0,
sabemos que estas equacgdes levam a

— i — i Ax _ dx
Vx(t) !‘L“O' Vx(totrat) = lAIt—»Hol AL ) ot
= lim — lim Ay dy
vy(t) !ALOVV(PHAU thao( At ) dt

que representam as velocidades instantaneas dos movimentos unidimensionais descritos pelas projegoes.
Velocidade instantanea  Essas equagbes sugerem que podemos definir uma velocidade instantanea no instante t
por

im(ArY _ dr _ dx; dy. . .
v = im(R%) = G - Gl - wOitwo]

que serve, ao mesmo tempo, para introdir o conceito de derivada de um vetor dependente do parametro t em relagéo a
este parametro.

Interpretagcao geométrica da velocidade instantanea  Observando o comportamento do vetor Ar a medida que
At - 0 (Figura 3.19) vemos também que a diregdo da velocidade instantanea v(t) é a da tangente a trajetéria no ponto
P, e o sentido é o sentido de percurso da trajetéria para t crescente.

tangente a trajetéria
P (t) no ponto P

Figura 3.19 Velocidade vetorial.

Aceleracbes média e instantanea

Aceleragao média Para definir a aceleracdo média de forma analoga, consideremos o intervalo [t,t + At] e sejam
v(t) e v(t+ At) os vetores velocidades instantdneas nos extremos deste intervalo, que, como vimos, sdo tangentes a
trajetéria nos pontos correspondentes P(t) e P(t + At) (ver Figura 3.20).
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v(t + At)

P(t+AD) v(t+ Ay Av

v V()

P (1)

Figura 3.20 Aceleracgéo vetorial.
Por definicéo,

- v(t+ At) — v(t) Av
AtsteAt = - At T At

€ o vetor aceleragdo média no intervalo t - t + At.

Aceleragao instantanea A aceleragéo instantanea no instante t € o vetor obtido de at.t.at NO limite em que At - O,
seja,

a(t) = limaepac = i

( ) At>0 tt+At At

-0 At A0\ At S T

m[w}:“m M)_%

que é dado pela derivada do vetor velocidade instantanea em relagdo ao tempo. Como v = dr podemos escrever

dt
2
at) = $r _ d%x;, &Y,

+ —_—
dt? dt? dt2
que serve para introduzir a derivada segunda de um vetor.

Interpretagdao geomeétrica da aceleragdo instantanea Para isto, basta aplicar a interpretagdo geométrica da
derivada de um vetor (no caso o vetor velocidade instantédnea). Da mesma forma que a velocidade é tangente a
trajetdria, que é a curva descrita pelas extremidades do vetor posigédo (a esquerda na Figura 3.21), por construgéo, a
aceleragdo também é tangente a curva descrita pelas extremidades do vetor velocidade (esta curva chama-se
hoddgrafo). Vemos que, em geral, a(t) ndo sera tangente a trajetéria (a direita na Figura 3.21).
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Va(ty)

Trajetoria

vi(ty)

Figura 3.21 Trajetdria e hodégrafo.

Cuidado Uma conclusédo que se pode tirar da discussdo acima é que a aceleracdo nao estd associada apenas com
a variacdo do modulo da velocidade: de acordo com a Figura 3.22, uma variagdo de direcao da velocidade também
representa uma aceleracdo. Assim, quando um carro percorre uma pista circular, ele tem aceleracdo, mesmo quando
o ponteiro do velocimetro indica sempre o mesmo valor. Este resultado decorre do carater vetorial da velocidade e da
aceleragéo.

V(L+

[v(t+AD =|v (), Av#0

Figura 3.22 Variacao da direcdo da velocidade.

Secédo 3.5 Movimento uniformemente acelerado
Chama-se movimento uniformemente acelerado aquele em que a aceleragao é constante (independente do tempo):

a(t) = a = constante
Cuidado Quando dizemos que um vetor é constante, significa que sdo constantes o médulo, a dire¢cao e o sentido
desse vetor.
Condic0es iniciais
Para determinarmos o movimento, precisamos fornecer ainda as condi¢des iniciais, representadas pela posi¢do e
velocidade do objeto no inicio do movimento, ou seja,
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v(to) = vo

r(to) = ro
onde vg e ro, podem, em principio, ser quaisquer vetores.

Conhecendo v(t) e r(t) no instante t = ty, podemos calcular esses vetores no instante t = to + At, muito préximo de tg
considerando que At seja suficientemente pequeno (At - 0), de modo que seja permitido confundir velocidade média
com velocidade instantanea e aceleracdo média com aceleracao instantidnea. Entdo, das definicbes de aceleracao e
velocidade médias, podemos escrever

Av = a At

Ar = vg At

onde Av = v—vg e Ar = r —rg sao as variagdes da velocidade e da posicao da particula durante o pequeno intervalo
de tempo At.

Analise do movimento

A expressao para Av pode ser escrita na forma

v(to + At) = vo +a At
onde o segundo membro desta equagéo aparece a soma de dois vetores: vg e aAt. Isto significa que a velocidade no
instante to + At é obtida pela soma da velocidade vg, no instante to, com o vetor aAt paralelo a aceleragdo a. Como as
diregbes dos vetores vo e a definem um plano (ou melhor, uma familia de planos paralelos), entao a velocidade
v(t + At) esta contida neste plano (figura abaixo).

Vo

Plano definido pela diregdo dos

Repetindo o raciocicio a partir de to + At, podemos calcular a velocidade v(tp + 2At) a partir da ja conhecida velocidade
v(to + At), ou seja,

v(to + 2At) — v(to + At) = a At
ou
v(to + 2At) = v(to + At) + a At

Como v(tp + At) esta contida no plano definido por vo € a, € como a é constante, concluimos que v(tg + 2At) também
esta contido neste mesmo plano. Este racioninio pode ser repetido indefinidamente, de onde podemos concluir que a
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velocidade v(t) em qualquer tempo finito t esta contida no plano definido por vg e a (figlura abaixo).

Variagao do vetor velocidade v com o tempo.

Por outro lado, a equagao para a variagao da posicao, Ar = vg At, que nos fornece o deslocamento da particula sobre
a trajetoria, também se encontra no referido plano, uma vez que vo € um vetor do plano. Além disso, ro € um vetor
arbitrario que indica a posigéo inicial da particula e, por isto, pelo menos sua extremidade deve estar no plano que
contém trajetoria (este vetor € o que define em qual dos planos da familia se dara o movimento). Como
Ar = r(tp + At) — ro, da equagao
r(to + At) = ro + voAt

conclui-se também que r(to + At) € um vetor, cuja extremidade também esta no plano. Repetindo o raciocinio para
to + 2At, to + 3At, ..., conclui-se que, em qualquer instante t, o vetor r(t) € um vetor cuja extremidade esta no plano da
trajetoria (figura abaixo).

Trajetéria no plano.

Resumo da andlise = Em resumo, podemos concluir que, no caso da aceleragdo a = constante, o resultado mais
geral que podemos obter € um movimento bidimensional, isto é, aquele em que a trajetéria da particula esta contida no
plano definido por vp e a, que passa pela posi¢ao inicial ro.
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Caso particular: vo e a sdo paralelos  No caso particular em que a velocidade inicial vy é paralela a aceleragéo a,
recaimos no movimento retilineo uniformemente acelerado, ja estudado na Secédo 2.5, como pode ser facilmente
deduzido da figura acima.

Descricdo do movimento no plano através de um sistema de coordenadas

Vamos agora escolher um sistema de coordenadas cartesianas para descrever o movimento no plano. Como a
aceleragao é constante, vamos considerar o eixo Oy a diregdo segundo a diregédo de a (Figura 3.23). Observe que nao
seria necessario, mas tomamos a origem O no plano x-y.

y

Ig

O

Figura 3.23 Condicdes iniciais.

Para este sistema de coordenadas, temos

a=aj
Vo = Vox 1+ Voy j

ro= Xoi+ yoj
Proje¢coes do movimento  As projegdes do movimento sobre os eixos x e y obedecerido entdo

a.x = O, VX(tO) = VOXI X(t()) = XO
ay

a = constante, Vy(to) = Voy, y(to) = Yo

que correspondem a movimentos unidimensionais do tipo ja considerado na Segdo 2.5. Podemos entdo aplicar
imediatamente os resultados daquela seg¢éo, lembrando que o movimento segundo a diregdo Ox € uniforme, e na
direcédo Oy, é uniformemente acelerado. Assim, teremos

vy(t) = voy + a(t —to)

Vx(t) = Vox

y(t) = Yo + Voy(t —to) + %a(t— to)2

X(t) = Xo + Vox(t —to)

Fazendo a composic¢ao vetorial,

v(t) = V(1) i+ Vy(t) j = Vod + [Voy + alt —to) ] j =(Vox i+ Voy j ) + (@) (t—to)
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encontra-se
v(t) = vo+a(t—to)
onde usamos as identidades vg = Vox i+ Voy j € 2 =aj. Similarmente,
() = X(V) i+ YO = [0+ Vox(t — )] i+ [ yo + Voy(t ~ to) + Sat—t0)? | j
= (Xoi + Yoj) + (Voxd + Voyj ) (t — to) + %(aj)(t— to)?
de onde se obtém

r(t) = ro+vo(t—to) + %a(t —tg)?

Caso particular: movimento retilineo uniforme Para o caso particular em que a = 0, recaimos no movimento
retilineo uniforme. De fato, como a = 0, em qualquer instante o vetor velocidade é dado por v(t) = vo 0 que define uma
trajetdria retilinea na diregcao do vetor velocidade constante. A Figura 3.24 ilustra este movimento.

Trajetoria

r(t) Vo

I'g

Figura 3.24 Movimento retilineo uniforme.

As equagdes para este movimento podem ser obtidas daquelas do movimento uniformemente variado fazendo a = 0.
No caso das projegdes, as Egs. (3.5.7) do LT nos fornecem

X = Xo + Vox(t — to)

Y = Yo + Voy(t —to)

Eliminando o tempo nessas equagdes encontra-se

que pode ser reescrita na forma
%
Y= Yo+ (ver ) x=xo)

Voy

Observe que esta equagao é a equagado de um reta que passa por (Xo,Yo) € tem coeficiente angular m = tgf = Vo

correspondente a trajetéria da particula (ver figura abaixo).

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 23



V7 N
W @Yo M . .
'\'\‘g_)f/}' Universidade Federal do Amazonas

g

UFAM

Trajetoria

Yo

O X0
Detalhes da trajetéria do movimento retilineo uniforme.

Trajetoria no caso geral

Para encontrar a trajetéria no caso geral do movimento uniformemente acelerado, basta eliminar t—to entre as
equacgoes (3.5.7) do LT, isto é,

X(t) = Xo + Vox(t —to)

y(t) = yo + Voy(t—to) + %a(t— to)?

desde que vox ndo seja nula. Mas, a condi¢cdo de que v ndo € paralelo a a garante que
V()x * 0
0 que nos permite obter (t —tp) da primeira equacgao (3.5.7)

X(t) — Xo

t—to = Vox

Substituindo este resultado na segunda equagao
y(t) = yo+ VOy(—X(t\)/O_X 20 ) + %a(—x(t\)/& = )2
encontra-se
Y=o+ (g )x-xo) + %V;%‘X(X— Xo)?

que é a equacao de uma parabola de eixo vertical, que passa por (Xo,Yo0) € cuja tangente neste ponto tem a direcédo de
vo (por construgéo). Na figura abaixo, ilustramos os detalhes desta trajetoria parabdlica.
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Trajetoria

a = constante
(XoYo)

Yo N N

@ X0

Detalhes da trajetéria do movimento uniformemente acelerado.

Observagdao Como resultado de nossa andlise, concluimos que o movimento ao longo de uma parabola pode ser
considerado como resultante da composicdo de um movimento retilineo uniforme (na direcdo horizontal) com um
movimento retilineo uniformemente acelerado (na direcéo vertical).

Secdo 3.6 Movimento de projéteis

Uma aplicagdo muito importante dos resultados da segédo anterior € o movimento de projéteis nas proximidades da
superficie da Terra. Na balistica usual (isto €, quando o alcance e a altitude atingidos pelo projétil sdo muito pequenos
comparados com o raio da Terra) podemos desprezar a curvatura desta e considera-la como uma superficie plana e a
aceleragao da gravidade como constante (ndo varia com a altitute).

No caso de projéteis de longo alcance, como foguetes balisticos intercontinentais, isto ndo seria verdade, uma vez que
o vetor aceleracao da gravidade, apontando sempre para o centro da Terra, estaria variando ao longo da trajetéria do
movimento (ver figura abaixo). Em consequéncia disto, a trajetoria nao teria a parabdlica, mas sim de um arco de
elipse, como mostra um estudo mais detalhado.

Superficie da
Terra

Vamos voltar ao caso em que a curvatura da Terra pode ser desprezada e considerar 0 movimento préximo a
superficie da Terra. Pela convencdo da secdo anterior, vamos escolher o eixo Oy segundo a dire¢do vertical,
apontando para cima, de modo que na Eq. (3.54) do LT, a = —g e entao

a=-gj

Vamos nos limitar ao caso em que Xp = Yo = 0, tomando a posigéo inicial como origem, e vamos tomar to = 0. Seja o
angulo 0 entre v e Ox (Figura 3.35), de modo que as projegdes deste vetor sobre os eixos sao dadas por:

Vox = Vo COS0, Voy = Vosend
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Figura 3.25 Movimento de projéteis: trajetéria parabdlica.

Assim, as equagdes (3.5.6) e (3.5.7) do LT, isto &,

Vx(t) = Vox
Eq. (3.5.6-LT)
X(t) = Xo + Vox(t — to)
Eq. (3.5.7-LT)

y(t) = Yo + Voy(t — to) + %a(t “to)?
tornam-se, para este movimento,
Vx(t) = vgcosf

Eq. (3.6.3-LT)
vy(t) = vosend — gt

X(t) = (vocosh) t
Eq. (3.6.4-LT)
y(t) = (Vosen) t— L gt?

Equacao da trajetéria  Para encontrarmos a equagédo da trajetoria, y = y(X), devemos eliminar o tempo entre as
duas ultimas equagdes. Assim, isolando t na equacéo para X,

_ X
Vo cos6

e substituindo na equacéo para y, encontra-se,

_ X 1 X )2
y_(vosene)(vocos()> Zg(vocost9>

ou,
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_ (senf _ g 2
y= (COSQ X (2\/(2)(;0529>X

e, finalmente,

_ g 2
=90 X | == | X
y=u <2v5c0520>

que é uma parabola de eixo vertical, com a concavidade voltada para baixo.

Altura maxima

Conforme mostra a Figura 3.25, a altura maxima ym atingida pelo projétil, corresponde ao instante tm em que vy se
anula

y=Ym~ Vy(tm) =0
Assim, pela Eq. (3.6.3-LT), encontra-se

Vo Sené

Vy(tm) = Vowne— gtm = O - tm = g

e o valor correspondente de y é dado pela Eq. (3.6.4-LT)
Y(tm) = Ym = (Vosend) tm — %gtrzn
ou
2

ym = (Voseno) (\/0;3;”9) _ %g( vOsgene

Simplificando esta equacéao, encontra-se

_ Vvjsen?9  visen?d
Ym— g Zg

ou ainda,
visen?0
29
que é a altura maxima atingida pelo projétil em fungao dos valores iniciais vp € 6.

m =

Tempo de vdo e velocidade ao atingir o solo

Tempo de véo  Podemos calcular o tempo que o projétil leva para atingir o solo no ponto x = A (tempo de v6o). De
acordo com a Figura 3.25, quando o projétil atinge o ponto x = A sua ordenada se anula, y = 0. Ou seja,
y(ta) = 0> x(ta) = A
Assim,
y(t) = (Vosend) t— %th -0

0 que nos leva a uma equacgao do segundo grau em t, de onde se obtém dois valores, um dos quais é o tempo ta. De
fato, colocando esta equacgao na forma

(t—W)t:o
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e, resolvendo para t, encontramos as duas raizes,

t=0,

_ 2vosend

t g

Estas raizes correspondem as duas situagdes em que o projétil se encontra em y = 0 (no solo): uma no ponto O no
instante de langamento, e, portanto, t = to = 0, e a outra, no instante ta em que o projétil atinge o solo no ponto x = A,
ou seja,

_ 2vpsend

t=1ta g

= 2tm

Observagao O tempo ta que o projétil leva para atingir o solo no ponto A, é o dobro do tempo ty, que ele leva para
atingir a altura maxima ym.

Velocidade no ponto A  Para calcular a velocidade com que o projétil atinge o solo no ponto A, basta substituir
t = ta nas expressdes para vy e vy. Ou seja,
Vx(ta) = Vo COsO

Iv(ta)| = Ivol
Vy(ta) = Vosend — gta = vosend — g(%) = —Vpsend

Logo, ao atingir o solo, a velocidade do projétil s6 difere da velocidade inicial vo pela inversdao da componente vertical
(vy » —vy) e tem 0 mesmo modulo. Podemos mostrar que o mesmo se aplica para quaisquer dois pontos simétricos
em relagdo a X = Xxm, como por exemplo, P e Q, para os quais vale a igualdade dos médulos das velocidades:
Ive| = [val-
Velocidade em fungdo da altura  Usando a expressédo (2.5.9-LT) para as componentes da velocidade do projétil,
ou seja,

V2 = V3 + 2a(X - Xo)
(onde v - vy 0U Vy, Vg — Vgx OU Vgy, X = X OU Y € Xp — Xo OU Yg) encontra-se
Para vx: Lembrando que a = 0 na direcao Ox, esta equacao nos fornece

Vx = Vg CO0SO

Para vy: Lembrando que yo = O, e que a aceleragdo vale a, temos

Vg = V§, +2ay -~ vy = £ [visen?6 — 2gy

Reunindo os resultados para as duas componentes, temos

Vx = Vg CO0SO
vy = *,/Visen?6 — 2gy

onde o sinal é + ou — conforme o projétil esteja subindo ou descendo, respectivamente.
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Alcance do projétil

Chama-se alcance do projétil a distancia entre o ponto de langamento O e o ponto em que o projétil atinge o solo em
X = A. Isto corresponde a calcular a distancia horizontal percorridapelo projétil no tempo ta. Assim, como ja sabemos o
tempo de v0o, ta, basta substitui-lo na equacgao para x(t), ou seja,

X(ta) = A
resultando em

visen(20)

2vosen9> _ 2v3senfcosf
g h g

onde usamos a bem conhecida relagédo trigonométrica: sen(26) = 2senfcosf. Uma consequéncia importante desta

angulo de elevacgéo” 0 vale 6 = 45°. Neste caso,

A=vp COS@(

equacao é que o alcance € maximo quando o
V&

9

uma vez que sen90° = 1. Em outras palavras, isto significa que, para um dado valor da velocidade inicial, o maior
alcance deste projétil se obtém para 0 = 45°.

Am:

Efeito da resisténcia do ar

Todos os resultados obtidos anteriormente foram considerados para o caso em que a velocidade inicial do projétil &
suficientemente pequena para que se pudesse desprezar a resisténcia do ar. Este efeito € bastante complicado,

porque a resisténcia do ar depende da forma do projétil e do modulo da velocidade instantanea, |v| = /vZ +v§,, de
modo que este termo acopla os movimentos horizontal e vertical do projétil, os quais ndo podem mais ser
considerados independentes.

Apenas para ilustrar o efeito da resisténcia do ar, a figura abaixo mostra qualitativamente como a trajetéria do projétil
deixa de ser parabdlica, diminuindo o seu alcance.

y

Trajetoria
no vacuo

Trajetoria

A

Efeito da resisténcia do ar no movimento de projéteis.

% Leia o restante da secao

Secédo 3.7 Movimento circular uniforme

Nesta secdo vamos estudar o movimento circular uniforme, que € um movimento cuja trajetéria da particula € uma
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circunferéncia e o modulo da velocidade instantanea é constante. Em consequéncia disto, a particula descreve arcos

de circunferéncia iguais em tempos iguais, e temos assim um movimento periédico, em que o periodo corresponde ao

tempo gasto para realizar uma volta completa.

Seja r o raio da trajetoria circular. A posicao instantanea P da particula fica definida pelo angulo 6 entre o vetor posigcao
r = OP correspondente e o eixo Ox de um sistema de coordenadas cartesianas com origem no centro do circulo, onde
0 é positivo no sentido anti-horario (ver Figura 3.27). O arco s sobre a circunferéncia, correspondente ao angulo 6, é
dado por

s=r6

onde 6 € medido em radianos (lembre-se: 27 rad = 360°).

Lei horaria e velocidade instantanea

Vetores unitarios nas direcoes de r e de 6 Para prosseguir, vamos introduzir os vetores unitarios r na direcdo r,
que aponta radialmente para fora, e 6 na diregdo tangente a circunferéncia (portanto perpendicular a t) em P,
orientado no sentido de 6 crescente (anti-horario). Esses vetores sdo mostrados na Figura 3.27. Note que, ao contrario
dos vetores unitarios i e j, que sdo vetores fixos na diregdo dos eixos Ox e Oy, as diregdes de r e 6 variam com a

posi¢ao P ocupada pela particula ao longo da circunferéncia.

y

Figura 3.27 Movimento circular

Lei horaria do movimento circular uniforme  Por definicdo de movimento circular uniforme, a lei horaria é dada
por

S=5Sp+V(t—tg)
onde sp € o valor do arco no instante to e v € a “velocidade linear” com que o arco s é descrito. Esta velocidade pode

ser positiva ou negativa, conforme o sentido seja anti-horario ou horario em que a circunferéncia é descrita,
respectivamente.

Velocidade instantdnea @ Podemos mostrar que o modulo da velocidade linear € igual ao mdodulo da velocidade
instantanea da particula, ou seja,

VI = Iv(DI
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Para isto, vamos partir da definicdo de velocidade instantanea

Lo FtEAD-F() o Ar
v() = im At = Im-At

onde Ar é o vetor deslocamento de P’ em relagéo a P (figura abaixo). Mas quando At - 0, |Ar| - As, ou seja, a corda

P/ se confunde com o arco PP/, o que nos permite escrever

— limlAr| = jim|As
v©] = lim| A5 | = lim] 45
y

Mas, em consequéncia da lei horaria, podemos escrever

- AS _ |ijmAs
V= At T ARAT
de onde se obtém o resultado desejado
VO = vl.

Este resultado, juntamente com os vetores unitarios introduzidos na Figura 3.27, nos permitem reescrever a
velocidade instantanea na forma,

v(t) = v
que vale tanto para v > 0 (sentido anti-horario), como para v < 0 (sentido horario). Observe que a forma em que v(t) foi
escrita, reforga a conclusdo de que a velocidade instantanea é tangente a circunferéncia no ponto P (Figura 3.28) Por
outro lado, o limite As - 0 nos permite escrever a velocidade linear como

_ Gds
V=
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V(D)

) "
0

Figura 3.28 Velocidade instantanea.

Periodo, frequéncia e velocidade angular

Periodo (T) O periodo T do movimento circular uniforme é o tempo que uma particula gasta para dar um volta
completa na circunferéncia. Usando a equacgao horaria, na forma
|As| = |v]|At
entdo, quando |As| for igual ao comprimento da circunferéncia, ou seja, |JAs| = 2zr, At = T é o periodo. Logo
T= 2rr
\Y
Frequéncia (v) Define-se a frequéncia v (letra grega ni) como o inverso do periodo. Assim,

s

Velocidade angular Partindo da lei horaria s = sp + V(t —tp) e da relagdo entre arco e angulo numa circunferéncia,
s=rf,ouf = % podemos dividir a equagao horaria pelo raio r da circunferéncia, ou seja,

S
PPt

para obter a equagao horaria angular,
0 =00+ w(t-to)
onde introduzimos a velocidade angular, o, definida por

_Vv
0=

Da lei horaria angular, onde A9 = 6 — 0p € At = t —tp, obtém-se

- A0 _ jim A0 _ do
® = A = IMAT T o

Relagao entre periodo, frequéncia e velocidade angular  Da definicdo de periodo T,
T= 2rr

VI

e de velocidade angular o = ¥ ou Vv = or, podemos escrever
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_ 2nr _ 21
lor] o]
de modo que
bl - 5
Por outro lado,
_ 1 _1
T = 7 -V = T

0 que, juntamente com a penultima equagéao, nos leva a

2

T = 2nv

o] =

Unidades de medida de velocidade angular A velocidade angular ® tem a dimens&o de angulo dividido pelo
tempo. Ent&o, velocidade angular se mede em radianos/segundo (rad/s ou rad-s~1) ou simplesmente s*.

Relagdo entre velocidade instantinea e velocidade angular Vimos que a velocidade instantane v pode ser
escrita como

v=vd

onde v é a velocidade linear. Mas, como v = wr, podemos reescrever a expressao para a velocidade instantanea na
forma

Aceleracéo centripeta

O movimento circular uniforme tem aceleragdo  Embora o movimento circular uniforme tenha uma velocidade de
moédulo constante, a direcdo de v varia de ponto para ponto da trajetéria. Como a velocidade varia, entdo o movimento
circular uniforme € um movimento que tem aceleracéo.

Calculo da aceleracdo  Podemos obter a aceleragao a do movimento circular uniforme pelo processo geométrico
do hoddgrafo (lembre-se que o hodégrafo é a “trajetdria” descrita pelas extremidades do vetor velocidade). Como o
modulo da velocidade é constante, entdo a trajetdria descrita pela extremidade desse vetor € também uma
circunferéncia de raio igual ao médulo da velocidade linear, isto €, |v|]. Na Figura 3.29, mostramos a trajetéria (linha
cheia) e o hodografo (linha interrompida) do movimento.

vy Trajetéria a; H;égrafo
,' Vi .

as
Figura 3.29 Trajetdria e hodégrafo do movimento circular

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 33



ey

I\',\g_),/}' Universidade Federal do Amazonas
UFAM

Pelo que ja vimos na Segao 3.4, a velocidade com que a trajetdria é descrita € dada pelo vetor v tangente a trajetdria

em cada ponto; de forma analoga a “velocidade” com que a curva hodografica é descrita também é dada pelo vetor

tangente em cada ponto, s6 que neste caso este vetor € a aceleragéo a (Figura 3.29).

Observe que a aceleracéo a pode ser interpretada como a “velocidade de variacdo da velocidade” no hoddografo, da
mesma forma que v € a velocidade de variagdo da posicdo da particula sobre a trajetdria. Desta maneira, é facil
concluir que a velocidade angular com que o hodografo é descrito € a mesma com que a trajetéria € percorrida. A
diferenca fica por conta do raio das duas curvas: a trajetéria circular tem raio r, enquanto que o raio do hoddégrafo é |v|.
Assim, podemos aplicar a Eq. (3.7.8-LT), v = or, que no hoddgrafo torna-se |a| = ov, para obter

2
la| = oV = 0?r = X

Por outro lado, da Figura 3.29, vemos que o vetor aceleragdo a, que é tangente ao hodddrafo, esta dirigido

radialmente para dentro da trajetéria circular, e, portanto, na direcdo oposta a do vetor unitario r. Logo, a partir da

definigdo de vetor unitario, podemos escrever

A A 2 .
a:—|a|r=—(o2rr=—VTr

Esta aceleragdo é chamada aceleracao centripeta, porque ela aponta para o centro da trajetoria circular.

Outra forma de obter a aceleracdo centripeta

Uma outra maneira de obter os resultados acima, € empregar diretamente a definigdo (3.4.7-LT) do vetor aceleragao,
isto &,

onde Av = v(t + At) — v(t). Para isso, considere a Figura 3.30. Em (a), mostram-se os vetores v(t) e v(t + At) onde At
corresponde a um incremento A6. Em (b), ilustra-se a construgdo de Av, mostrando que, no limite em que At - 0, Av
tende a apontar na direcdo —f. Na mesma figura (b), vé-se que A9 é o angulo entre v(t) e v(t + At) de maneira que no
limite At - 0, o comprimento de Av (corda) se confunde com o comprimento do arco de circunferéncia de raio |v|, que
subentende o angulo [A6]. Assim, de acordo com a figura (b), podemos escrever

_ S AV A6
|AV| - |V||A9| At - IVI At

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 3 - Movimento Bidimensional 34



W @Yo M . .
‘gn)f Universidade Federal do Amazonas

UFAM

Figura 3.30 Incremento de velocidade.

Tomando o limite na ultima expresséo, encontra-se

LY
im-5 = Mm%
ou
[a] = o] [v]|

Mas, se v> 0 - o > 0 (sentido anti-horario) e se v < 0 - w < 0 (sentido horario), de maneira que wv > 0 (sempre).
Entdo podemos escrever a expressao para o modulo da aceleragdo como

[a] = o Vv
que concorda com a Eq. (3.7.12-LT).

% Reproduza o exemplo em que se calcula a aceleracao centripeta da Lua.

Secédo 3.8 AceleragOes tangencial e normal

Movimento circular acelerado

Diz-se do movimento circular em que o modulo da velocidade (além, é claro, da sua diregdo), também varia com o
tempo. Observe que agora existem dois fatores que contribuem para a variagdo Av da velocidade, correspondentes a:
(1) variagdo do modulo e (2) variagao da diregdo. Vamos considerar separadamente esses dois fatores.

Na Figura 3.31(a) consideramos a situagdo em que |v(t + At)| # [v(t)|. Na (b), PQ representa v(t) e PP’ corresponde a
v(t+ At). O ponto Q' é tomado de tal forma que |PQ'| = [PQ| = |v(t)|. Desta figura, vemos que

Av = QP = QQ' +Q'P'
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7Q (Av),

A\v(D)

P Av

o
(Av)g V(t+AD) P

(b)

Figura 3.31 Movimento circular acelerado.

Aceleracéo radial
Mas, QQ' ja foi calculado em (3.7.14-LT):
|QQ'| = I(Av), | = [v]A9)]

onde o indice r se refere ao fato de que, para At - 0, (Av), dara a componente radial de a (aceleragdo centripeta), ja
calculada na Secgao 3.7. Entao

2
tim| e | - -orre - ()%

Aceleracdo angular

A componente nova que temos que calcular € Q'P'. No caso ilustrado na Figura 3.31(a), temos v > 0 (sentido
anti-horario) e a (b) mostra que, no limite em que At - 0 (Af — 0) a diregdo e o sentido de Q'P' tendem a coincidir com
os de v(t), ou seja [cf. (3.7.3-LT)], com os do vetor unitario 6, e

Q'P' = (Av), = [v(t+At) —v(1)] & = Avd

lAIt—r»T(])|: ol ) vl Il 1] Byl et
do

Comov=orewm= o podemos escrever

de modo que

av _  do _ . d%0 _
at ~ Tat T gz @

onde « se chama aceleracdo angular e é definida como

Combinando as expressdes acima, obtemos finalmente a expressao da aceleragdo num movimento circular qualquer:
a=a t+ag0

onde
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2 — do\? _ _v?
ar = -0 =—r E) =
e
—qr = 9% _ dv
Ay ar r dt2 dt

Observagdao Nestas expressdes, o termo a r continua sendo chamado de aceleragdo centripeta; o outro termo agh
€ a componente da aceleragéo tangente ao a circunferéncia e se chama, por isso, aceleracéo tangencial.

Movimento circular uniformemente acelerado

Vamos aplicar o formalismo desenvolvido nesta se¢do a um caso especial de movimento circular acelerado em que o
modulo da aceleracao tangencial, ay, € constante. Mas, devido a relagdo ay = ar, entre a aceleragcéo tangencial e a
aceleragéo angular, podemos também expressar essa condi¢do (da constancia do médulo da aceleragéo tangencial)
como ar = constante, ou simplesmente,

2
o= d_g = constante
dt
uma vez que o raio, r, do circulo é constante.

Condigoes iniciais Vamos considerar que a particula, no instante inicial to, esteja na posigéo (angular) 6p e que
sua velocidade angular seja wo. Entédo

o(to) = 4

@o dt t=to

0o = 0(to)

A partir da equagao a = constante, podemos usar o processo do problema inverso para encontrar a lei horaria 6 = 6(t),
analogamente ao que foi feito para o movimento retilineo, bastando substituir formalmente x - 6, v- o e a- ¢,
Assim, para estes valores iniciais, encontra-se

0(t) = 0o + wo(t - to) + %a(t )2

o(t) = oo+ a(t—1p)
Eliminando t — tp entre essas duas equagdes, temos uma equacao alternativa que n&ao envolve o tempo, dada por
0? = 03+ 2a(0 - 0o)
Aceleragdo do movimento

A aceleragao, a, do movimento é obtida de sua definigdo em termos das componentes
a=a t+ag0
onde
ar = —o?r, a = ar
Substituindo nestas expressodes os valores de w e a encontrados acima, ficamos com

ar =—[wo+a(t— to)]zl‘
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que fornece a; em fungao do tempo, ou usando a outra expressao para o,
ar = —[w3+2a(0—00)] r
que também depende do tempo, mas através da posicdo angular 8 da particula. A outra componente da aceleragao
nao depende do tempo.

Movimento plano sobre uma trajetéria qualquer

Até agora consideramos o movimento plano sob certas condigbes especiais, que resultaram em trajetérias retilineas,
parabdlicas ou circulares. Nesta secédo, vamos tratar o movimento plano sem nenhuma dessas restricbes de maneira
que a trajetéria do movimento pode ser qualquer curva plana AB (Figura 3.32).

Para inicio, sejam os pontos P e P’ as posi¢cdes do objeto nos intantes t e t+ At respectamente. Para At (ou Af)
suficientemente pequeno, o arco PP’ sobre a curva AB pode ser confundido com o arco de circunferéncia de raio R,
cujo circulo esta centrado no ponto C. Nestas condigbes, o ponto C chama-se centro de curvatura (instantaneo) da
curva no ponto P, e R é o raio de curvatura correspondente. Como se pode observar diretamente na figura, em geral,
C e Rvariam de ponto a ponto da curva.

B
P (t+At)

arco de
circunferéncia
de raio R

i
c

Figura 3.32 Movimento plano geral.

Agora sabemos que, para At - 0, um arco da curva pode substituido por um arco de circunferéncia, e, por isto, neste
limite o movimento sobre a curva pode ser considerado como um movimento circular de raio R Assim,
instantaneamente os dois movimentos (curva e circunferéncia) ttm a mesma aceleragéo a. Para o movimento sobre a
circunferéncia, a expressao de a ja é conhecida, sendo dada por

a=a,r+a0

onde os vetores unitarios e  foram definidos com base no movimento circular. Esta mesma expressdo vale para
aquele pequeno arco da curva considerado.

A

Mas o que significa os vetores r e () para uma trajetéria qualquer? Quando se trata de uma trajetdria
representada por uma curva qualquer, devemos interpretar r e 6 sobo ponto de vista da trajetdria, em termos dos seus
centros instantaneos de curvaturas. Assim, a aceleragao ay ftem a direcdo da tangente a trajetéria no ponto P e da a
aceleragdo tangencial at mostrada na Figura 3.33. Por outro lado, o vetor a;f aponta em dire¢do ao centro de
curvatura C no ponto P e d& a aceleragdo normal ay (mesma figura).
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Figura 3.33 Aceleragcdes normal e

A aceleragao resultando no ponto P no instante t € dada pela composi¢céo desses dois vetores, ou seja,
a=art+an

e, de acordo com as Eqs. (3.8.9-LT) e (3.8.9-LT), os mddulos de at e ay sdo dados por

_ Qv
aT = ot
_ V2
aN—R

onde R é o raio de curvatura em P. O médulo da aceleracdo em P é dada por
la| = Ja% +ad.

Secédo 3.9 Velocidade relativa

Considere duas particulas em movimento em relagdo a um observador localizado em O. Num dado instante t, as
particulas se encontram nos pontos P; e P, correspondentes as posi¢oes ri(t) e r2(t) em relagao a O (Figura 3.34). A
posicdo relativa de P, em relagdo a P, no instante t, € dada pelo vetor ri2(t), que pode ser expresso como a
diferenca dos vetores r, e r1. Ou seja,

O

Figura 3.34 Deslocamento

Como sabemos, as velocidades v e vy das particulas em relagao a O sdo dadas por
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va(t) = dl‘dj_t(t)
va(t) = drét(t)

Entado, derivando a posigéo relativa da particula 2 em relagéo a particula 1, r12, em relagdo ao tempo, encontramos

drip  drp  drg

d ~ dt dt

Definindo a velocidade relativa da particula 2 em relagdo a particula 1 como vi» = dgtu, podemos escrever essa

equacao acima na forma
Vi2 = V2—V1

ou seja, a velocidade relativa da particula 2 em relagédo a particula 1 é a diferenca entre as velocidades de 2 e 1 em
relacdo ao observador O. Podemos interpretar a velocidade relativa vi» como a velocidade da particula 2 medida por
um observador localizado na particula 1, de modo analogo como vi e vz sdo as velocidades medidas por um
observador em O.

% Leia o restante da secao e faga os exercicios do final do capitulo para treinar o assunto.
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