Capitulo 2

MOVIMENTO UNIDIMENSIONAL

Livro-Texto: Curso de Fisica Basica-Mecanica, H. Moysés Nussenzveig (42. Edi¢éo,2003)

Atencao Estas notas tém por finalidade auxilid-lo no estudo dos assuntos tratados no livro-texto (Fisica Basica-Mecanica de H. Moysés

Nussenzveig) e ndo devem ser usadas com o intuito de substitui-lo. A leitura do livro-texto é imprescindivel!

= Objetivos gerais
Aqui vocé tem informacgdes sobre os objetivos gerais do capitulo

Neste capitulo, vamos iniciar o estudo do movimento, mas sem considerar (ainda) o problema de como determina-lo
numa dada situacao fisica. Com este tipo de abordagem, nosso objetivo é introduzir os conceitos fundamentais que
intervém na descricdo do movimento, para sé depois considerarmos 0 assunto sob o ponto de vista das leis da
dindmica. A cinematica, como é conhecido este tipo de analise, ndo é necessariamente a Unica forma de se comecar o
estudo do movimento, embora seja, certamente, a maneira mais simples e didatica de comecar esse assunto.

Este capitulo é fundamental para o estudo dos movimentos, uma vez que trata de introduzir e conceituar as grandezas
basicas que intervém na sua formulagdo. Embora se considere aqui um caso particular do movimento, isto €, o
movimento sobre uma linha reta (movimento unidimensional), os conceitos de grandezas fisicas tais como
deslocamento, velocidade e aceleracdo podem ser facilmente generalizados para os casos mais complexos
(movimentos bi- e tridimensional) que seréo estudados no préximo capitulo.

s Assunto: Movimento Unidimensional

Aqui vocé fica sabendo quais os assuntos que serdo tratatados nas aulas sobre este capitulo.

Secdo 2.1 Velocidade média

Secdo 2.2 Velocidade instantanea

Secao 2.3 O problema inverso

Secéo 2.4 Aceleracéo

Secdo 2.5 Movimento retilineo uniformemente acelerado

Secdo 2.6 Galileu e a queda dos corpos

= Objetivos especificos

Ler apenas nédo basta: certifique-se sempre de que vocé esta aprendendo. Resolva uma quantidade razoavel de problemas do capitulo.
Ao término deste capitulo, verifique se vocé é capaz de:

« descrever um movimento em termos de um referencial.

« conceituar velocidade média e velocidade instanténea, sabendo distinguir uma da outra.

« representar e interpretar graficamente velcidade média e velocidade instantanea.

« calcular a velocidade instantdnea como um processo limite da velocidade média.

« conceituar aceleracdo média e aceleracao instantanea, sabendo distinguir uma da outra.

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 1



I::(
\1\-
UFA|

T

A%

), Universidade Federal do Amazonas
AM

« representar e interpretar graficamente aceleracdo média e aceleracéo instantanea.
« calcular a aceleracao instantanea como um processo limite da aceleracdo média.

« representar graficamente um movimento, sabendo distinguir entre trajetdria e grafico do movimento.

s Guia de estudo

Nesta sec¢éo, discutimos alguns assuntos apresentados no livro-texto, visando uma abordagem, sempre que possivel, complementar

Ninguém esta errado ao dizer que tudo no Universo estd em movimento. Ou em repouso. Vocé vai aprender que
repouso e movimento sdo conceitos relativos, ou seja, dependem da escolha (arbitraria) de um referencial para
descrevé-los. Por exemplo, uma &arvore ou uma casa, que estd sempre no mesmo lugar quando vocé passa por ela
todos os dias, esta em repouso em relacdo a Terra; porém, se considerarmos o Sol como referéncia, ela estard em
movimento em relacdo a ele. Da mesma forma, quando estamos parados num terminal e observamos um énibus que
passa dizemos que o Onibus estd em movimento em relacdo ao terminal. Mas um passageiro naquele dnibus pode
também afirmar que o terminal estd em movimento em relacdo ao 6nibus. Neste exemplo, vemos claramente que o
movimento € uma questédo de "ponto de vista" do observador. N&o existe o que chamamos de movimento absoluto ou
repouso absoluto; o que existe € movimento relativo ou repouso relativo, que sdo conceitos que demandam a
necessidade de um referencial para descrevé-los. Até que se diga o contrario, o sistema de referéncia que
adotaremos € a Terra.

Secédo 2.1 Velocidade média

Como estudar o movimento? Do ponto de vista da cinematica, estudar o movimento nada mais é do que
determinar as posi¢cdes do movel, em relagdo a um dado referencial, como fungdo do tempo. No caso do movimento
retilineo, o referencial é simplesmente uma reta orientada, onde se escolhe uma origem O. Na figura abaixo, o
referencial é representado pelo eixo dos x e as posi¢cdes do mdvel sédo dadas pelas abcissas correspondentes x(¢). No
caso de um automovel, por exemplo, x(¢) é a posi¢do na estrada ocupada pelo para-choque dianteiro em cada instante
.

\ \ \ \ \ \ x (m)
0 1 2 3 4 5

Fig. 2.1 Movimento unidimensional

Experimentalmente, determinam-se essas posi¢cdes, usando-se métodos de “congelamento” de imagens através de
filmadores, fotografias de exposicao multiplas etc de modo que as posi¢cdes do objeto possam ser determinadas para
cada instante de tempo conhecido.

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 2 - Movimento Unidimensional 2
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Fig 2.2 Bolinha em queda livre: fotografia de miltipla exposi¢éo
De posse dessas medidas, podemos construir uma “tabela horaria” do movimento do tipo
ts) |0/ 1] 2|3 -
x(m) | 0/08/31]15 -

ou um grafico do tipo

x (m)

t(s)

Fig. 2.3 Grafico de um movimento

Movimento uniforme

O grafico mais simples que podemos obter da observacdo de um corpo em movimento é uma reta, dada por uma
equacéao do tipo
x(t) = a+bt

e que representa o movimento uniforme. A visualizacéo gréfica desta reta € mostrada na figura abaixo.

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 3
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Fig. 2.4 Gréafico de um movimento retilineo uniforme

A caracteristica fundamental do movimento retilineo uniforme é que o0s percursos iguais Ax = x4 —x3 = x2 —x1 S&80
descritos em intervalos de tempos iguais At = t4 —t3 = t2 — t1, onde introduzimos a notagdo x4 = x(¢4), ..., OU Seja,
xi = x(¢;). Em consequéncia disto, a razdo entre os deslocamentos pelos correspondentes intervalos de tempo
decorridos para produzi-los é sempre constante, isto €,

Ax _ X4—X3 _ X2—X1

At T ta—13 tr—t1

e, graficamente, representa o coeficiente angular da reta (definido como a tangente do angulo de inclinacdo em
relacdo ao eixo ¢) no gréfico x versus ¢. Na equacao da reta x(¢) = a + bt, 0 coeficiente angular é dado por b.

Definicdo de velocidade A velocidade v do movimento é definida por

Ax _ x(t2) —x(t1)

y =24
At trp—11

De acordo com o que ja vimos, esta razdo define também o coeficiente angular da reta que representa graficamente o
movimento uniforme, o que nos permite identificar a velocidade do mével com o parametro geométrico relacionado
com a inclinagdo da reta em relagdo ao eixo ¢. Ou seja, v = b para a equacao da reta.

A velocidade pode ser positiva ou negativa A razéo % que define a velocidade, pode ter valores positivos ou

negativos, dependendo do sinal do deslocamento Ax, quando Az é positivo. Assim,

v>0, seAx >0
v<0, seAx <O

O sinal da velocidade esta relacionado com o sentido do movimento em relagdo ao referencial considerado, que, no
caso do movimento retilineo, é simplesmente o eixo das coordenadas x. Assim, para v > 0 0 movimento se da no
mesmo sentido desta reta orientada, enquanto que, para v < 0, o sentido do movimento é contrario a essa orientagao.

Rapidez  Como vimos, a velocidade pode tomar valores positivos ou negativos, sendo que o sinal relacionado com
0 sentido do movimento. Assim, podemos dizer que a grandeza velocidade, da forma como foi definida para o
movimento retilineo, contém informacdes acerca tanto da rapidez, quanto do sentido do movimento realizado. As

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 2 - Movimento Unidimensional 4
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vezes estamos interessados apenas no modulo da velocidade, que fornece a informagdo sobre quado rapido o

movimento é descrito. Neste caso, podemos introduzir uma grandeza chamada “rapidez”, definida como o valor
absoluto da velocidade, ou seja, |v|.

Lei horaria  Partindo da definicdo de velocidade,

Ax _ x(t2) —x(t1)

VT A I2-11
pOdemOS reescrever

x(t2) —x(t1) = v(t2 — t1)
ou

x(t2) = x(t1) +v(t2 — t1)

Agora vamos identificar £, como um instante qualquer, que chamaremos de ¢, e ¢1, com 0 instante inicial, zo. Ou seja,

Com isto, a “lei horéria” do movimento torna-se
x(t) = x0+v(t—to)
onde
xo0 = x(t0).
Unidades de medida da velocidade  De acordo com a definicéo, velocidade tem dimens&o LT-1. Ent&o, conforme

as unidades adotadas para medir comprimento e tempo, a velocidade pode ser medida em m/s, ou cm/s ou km/h ...
No Sl, a unidade de velocidade é m/s.

Ao medirmos a velocidade usando vérias unidades, devemos saber como fazer a conversdo entre elas. A regra €
simples, uma vez que essas transformacdes dependem das correspondentes conversdes das unidades de

comprimento e de tempo isoladamente, ou seja, 1m = 100 cm = 103km e 1s = Wlooh etc. Por exemplo,
Im/s = 100cm/s
1m/s = 103 km/(1h/3.600)
= 3,6 km/h

Movimento nao-uniforme

Quando o movimento no é uniforme dizemos que é “acelerado”. E claro que neste caso o grafico do movimento n&o é
mais uma reta, uma vez que a velocidade ndo é mais constante ao longo do movimento. Podemos, no entanto,
estender para este caso o conceito de velocidade dado anteriormente, definindo a velocidade média, v;,-:,, entre os
instantes ¢1 e t». Ou seja,
Py = x(t2) —x(t1) _ Ax
tr—11 At
Portanto, a velocidade média entre os instantes ¢; e ¢, corresponde a velocidade de um movimento uniforme que,
partindo de x(z1) em ¢, chegasse a x(t2) em f,. Em geral, a velocidade média depende do intervalo de tempo em

x(ta) — x(3)

t— s é diferente da velocidade

relacdo ao qual ela é definida. Assim, por exemplo, a velocidade média v,.;, =

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 5
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média v;,-,, no intervalo entre ¢1 e t2. Um caso particular é quando se trata do movimento uniforme, onde, por

defini¢do, a velocidade média é igual para todos os intervalos de tempo em que o movimento é considerado.

Informagédo contida na velocidade média Vimos que, no movimento uniforme, a velocidade é constante ao longo
todo o percurso e, em qualquer intervalo de tempo, se confunde com a velocidade média. Porém, quando se trata de
movimento ndo uniforme a velocidade média é apenas uma aproximacdo do movimento geral por um movimento
uniforme no intervalo considerado. Como exemplo, considere o caso de um carro que percorresse a estrada
Manaus-Itacoatiara (suposta retilinea) em seis horas. Para um percurso de 240km isto implicaria numa velocidade
média entre os instantes de partida e chegada de 240km/6h = 40 km/h.

S o= S

Manaus ltacoatiara

Velocidade média num trecho longo

Mas, podemos ver que a informacao contida neste nimero sobre como o movimento se desenvolveu é muito pouca.
Em outras palavras, dados importantes sobre a evolu¢do do movimento ndo sdo revelados quando se conhece a
velocidade média num trecho muito longo. No caso da viagem Manaus-Itacoatiara o carro poderia ter parado algumas
horas em algum local intermediario ou ter desenvolvido velocidades médias bem maiores em algumas etapas do
percurso, mas nenhumas destas informag6es pode ser obtida da velocidade média no trecho total.

Uma maneira mais informativa de descrever o movimento do carro, seria obter os valores da velocidade média em
diferentes trechos do percurso. Assim, quanto menor o trecho considerado, melhor seria a descricdo do movimento
através das velocidades médias nesses trechos, uma vez que estaremos aproximando pequenos trechos por
movimentos uniformes, cujo erro vai diminuindo dimimui & medida que encurtamos esses trechos.

- &= . ;

Manaus 1 2 3 4 ree ltacoatiara

Velocidade média em diferentes trechos do percurso

Interpretacdo geométrica da velocidade média

O grafico de um movimento ndo uniforme pode ser qualquer curva como por exemplo a mostrada na figura abaixo. De
acordo com a definicéo, a velocidade média representa geometricamente o coeficiente angular ( = tg 6), da corda que
liga os extremos 1 e 2 do arco de curva no gréafico x x t.

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 2 - Movimento Unidimensional 6
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Fig. 2.5 Interpertracdo geométrica da velocidade média

Secédo 2.2 Velocidade instanténea

O que significa velocidade num instante r?  Quando definimos velocidade no movimento uniforme ou velocidade
média no movimento nao uniforme o fizemos através da razdo entre o deslocamento Ax = x2 — x1 pelo intervalo de
tempo Ar = ¢, — 1 necessario para produzi-lo. Observe que nesta definicdo tanto o deslocamento, como o intervalo de
tempo sédo medidas da diferenca entre dois valores (“posi¢do ou instante final menos posicao ou instante inicial”). A
guestdo que se coloca agora é: como definir velocidade num Gnico instante ?

O que é um instante de tempo?  Antes de respondermos a essa pergunta, vamos analisar o que entendemos por
instante de tempo ¢. Para isto, considere um dado evento, por exemplo o acionamento de um flash de uma maquina
fotografica, que ocorre entre os instantes ¢; e t,. Como sabemos da pratica, esses instantes estdo muito proximos um
do outro, uma vez que a duragdo A«(= ¢ — t1) deste evento (o brilho) € muito rapido. Usando este exemplo, podemos
definir um evento instantdneo como algo que ocorre num intervalo de tempo extremamente curto. Entdo, como a
medida da velocidade média € um evento que ocorre entre os instantes ¢; e ¢, deve também ser possivel definir a
velocidade instantanea como um caso limite da velocidade média quando o intervalo de tempo At = ¢, — ¢ considerado
for extremamente curto.

Para expressar matematicamente esta condicdo de intervalo extremamente curto na ocorréncia de um evento, vamos
escrevé-la na forma Ar —» 0 (“Af tende a zero”), 0 que acontece quando ¢ — £1, OuU Seja, quando o instante final ¢, se
aproxima indefinidamente do instante inicial ¢1. Desta maneira, podemos definir o instante ¢1 (ou ¢2) como um caso
limite do intervalo de tempo Af = ¢, — t1 entre dois instantes ¢1 e 72, quando Ar - 0.

Velocidade instantdnea como caso limite da velocidade média  Considerando o instante como um intervalo de
tempo Az extremamente curto, podemos definir velocidade média neste intervalo e encontrar seu valor como o caso
limite quando At - 0.

Considere por exemplo que queremos calcular a velocidade instantanea para #; = ¢. Entao tudo que precisamos fazer
€ calcular uma sequéncia de valores da velocidade média entre os instantes ¢ e ¢+ At, tomando-se valores para Af
sucessivamente menores até o limite At - 0. De forma analoga, poderiamos partir para o calculo da sequéncia de
velocidades médias entre os instantes ¢t — Az e . No limite Ar - 0, essas duas sequéncias devem convergir para o valor
da velocidade instantanea no instante ¢. Para aplicar estas idéias, vamos considerar o seguinte exemplo:

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 7
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Exemplo 1  Considere a experiéncia de queda livre da bolinha representada na Fig. 2.2. O grafico do movimento
tem a forma de uma parabola, x = at?, onde para x em metros e t em segundos « seria ~ 5m/s?. Assim, vamos

considerar,
x(t) = 5¢2

Qual a velocidade instantanea para ¢ = 1 s?

x (m)

Fig. 2.6 Velocidade média na queda livre

De acordo com a nossa interpretacdo de instante de tempo, vamos escolher sucessivamente At = 1s, 0,1s, 0,01s ...
Em seguida, calcula-se as sequéncias de velocidades médias nos intervalos (1 — At,t) e (¢, + At) para cada um dos

valores sucessivamente menores de At. Assim,

_ 1) - x(0 _
o= XD O _ 520 _ g
- 2)-x(1 _
Frap = x( )AtX( ) _ 201 5 _ 15m/s
_ _ x(1)-x(0,9) 500-4,05
V091 = AL = 01 = 9,5m/s
Vi1-11 = x(l’l)At_x(l) = 6’%51_5 = 10,5m/s
_ 1) — x(0,99 -
Posea1 — x(1) Xt( ) _ 5,0000 OAI 9005 _ 9,95m/s
_ 1,01) - x(1 -
P01 — x( A)t x(1) _ 5 1003 Of, 0000 _ 10,05m/s
_ 1) — x(0,999 -
P0091 — x(1) Z(t ) _ 5,00000g . 611 990005 _ 9. 995m/s
_ _ x(1,01) -x(1) _ 5,010005 - 5,000000
Vi1-1,01 = A7 = 0,001 = 10, 005 m/s

~
>At=1s

S

N

>At=0,1s
S

N

>At=0,01s
S

N
>At = 0,001 s
S

Podemos observar que esta sequéncia de valores para a velocidade média tende para um valor limite que, para
At = 0.001s estd entre 9,995 m/s e 10,005 m/s. De fato, continuando este processo de encurtar cada vez mais o
intervalo Az, podemos mostrar que via—: € Vinar (para ¢t = 1 s) tendem para o mesmo valor, v = 10 m/s, que é a

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 2 - Movimento Unidimensional
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velocidade instantanea para ¢ = 1. Note que, quando Ar - 0, também Ax - 0, mas 0 quociente Ax/Af tende para um

valor finito v = 10 m/s no exemplo acima.

Derivada de uma funcéao

Felizmente ndo precisamos calcular aquela sequéncia de valores de velocidades médias para determinar a velocidade
instantanea, por exemplo, no instante ¢ = ¢o. Para indicar a velocidade instantdnea como um caso limite da velocidade
média, vamos usar a seguinte notagéo

L . x(to + At) — x(to .
Mt = 10) = [imippes = lim[ XUOEED=X00) | [ AX]

onde IAmg l&é-se “limite de ... para At - 0" e significa que podemos nos aproximar tanto quanto quisermos do resultado
-

exato, tomando At suficientemente pequeno. Este limite chama-se derivada da funcdo x(¢) em relacdo a ¢ no ponto ¢ e

é representado simbolicamente por
im[ Ax — [ﬂ]
|Alt—r:r(]J|: At ]t:to dt =to

onde dx e dt sdo notagBes. Assim, a velocidade instantdnea no ponto ¢ € definida como a derivada da posi¢cdo em
relacao ao tempo naquele ponto, ou seja,

e - [ 4]

t=to
Esse limite acima nem sempre existe para qualquer funcdo de ¢, quando existe, a funcdo chama-se diferenciavel no
ponto fo.
Exemplo 2  Calcular a derivada de
x(t) = at? +bt+c
onde a, b e ¢ s@o constantes, num ponto qualquer ¢.
Solucdo:  De acordo com a definicdo, precisamos do limite
dx _ “m|: x(t+ At) — x(2) :|
dt A0 At
Como
x(t+ At) = a(t+ At)? + b(t + At) + ¢
= at? + 2atAt + a(At)? + bt + bAt + ¢
= x(¢) + 2atAt + a(A1)? + bAt
Assim

Ax _ x() + 2atAt + a(At)® + bAt — x(2)
At At

2atAt + a(At)? + bAt
At

2at + aAt+ b

Logo,

lim(2at + aAt + b) = 2at + b
At-0

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 9
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ou seja,
dx 2
£ =2at+b
dt

O exemplo da queda livre € um caso especial desta equacdo, onde b = c =0, a =5e ¢ = 1. Assim,

dx _5.551+0=10
dt

como haviamos encontrado.

Na tabela abaixo, encontram-se as derivadas mais usuais.

Tabela de derivadas

Fungéo Derivada
x=c %:o
x =1t" %:nxnfl
X =au %=a%
X=u+v+w %:%+%+%

Interpretacdo geométrica da velocidade instantanea

A velocidade instantanea v(¢) num instante ¢ qualquer para um movimento descrito por x = x(¢) é dada por

dx

v(t) = limviga =
) AmQ A dt

Como no caso da velocidade média, a velocidade instantdnea também tem uma intrerpretagdo geomeétrica simples no
grafico x x ¢.

e =

= |

0 o B

No caso da velocidade média, interpretamos geometricamente como o coeficiente angular da corda que liga os
extremos do intervalo em que ela é definida. Lembrando que a velocidade instantédnea é obtida como um caso limite
da velocidade média quando o intervalo Az -~ 0, podemos associa-la com o coeficiente angular da reta tangente 77’ no
ponto 7o. Note que esta é também a interpretagdo geométrica da derivada dx/dt; ela mede a “taxa de variagdo” de x

Notas de Aula de Fisica | Capitulo 2 - Movimento Unidimensional 10
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com t.

A interpretacdo geométrica da derivada num ponto ¢ qualquer, como sendo o coeficiente angular da reta tangente a
curva x x ¢t naquele ponto, mostra imediatamente (Fig. 2.8) que:

> 0, num ponto onde x esta crescendo com ¢

)

7 num ponto onde a curva tem tangente horizontal

< 0 num ponto onde x esta decrescendo com ¢

dx
dt

dx . ——t—
£ 50 = .
dt

— = =

Fig. 2.8 Sinal da derivada

Secédo 2.3 O problema inverso

Na secdo anterior, vimos como foi possivel encontrar a velocidade instantanea v(¢) ao longo do movimento,
conhecendo-se a lei horaria x = x(¢): basta tomar dx/dt.

Agora queremos resolver o problema inverso: conhecendo a velocidade instantanea v(z) entre um dado instante inicial
t1 € um instante final 5, calcular o espaco percorrido entre esses dois instantes, ou seja, Ax,-:, = x(t2) — x(¢1).
Movimento uniforme

Quando o movimento é uniforme a velocidade instantanea e a velocidade média se confundem, v = v = constante e o
grafico v x t € uma reta paralela ao eixo dos ¢ (Fig. 2.9).

1
]
1
1
|
]
'
)
|

0 8 flw

Fig. 2.9 Espaco percorrido como area
Pela definicdo de velocidade média, o espaco percorrido entre ¢1 € ¢, €:
Axiior, = X(12) = x(11) = Vior, (12 — 11) = V(2 — 11) = v(t2 — 11)

De acordo com a Fig. 2.9, o espaco percorrido tem uma interpretacdo simples: é a area da porcdo do grafico v x ¢

Prof. Dr. Abraham Moysés Cohen Departamento de Fisica 11
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situada entre o grafico e o eixo das abcissas e limitadas pelas ordenadas em ¢; € ¢».

Como a velocidade pode ser positiva ou negativa, a “area” deve ser também definida como positiva ou negativa,
conforme seja v > 0 ou v < 0. Assim, uma area situada abaixo do eixo Ot tem de ser tomada como negativa, 0 que
significa simplesmente x(¢2) < x(¢1), ou seja, movimento para tras.

[ 5]
O - »

A 1‘::2.1 <0

Fig. 2.10 Area negativa

Movimento nao-uniforme

Como v(¢) é uma funcéo que varia no intervalo [t1,22] ndo podemos aplicar diretamente o resultado anterior. Para isto,
vamos dividir este intervalo em um grande nimero de pequenos subintervalos, de larguras At1, Aty, Ats..., por pontos
de subdivisdo 17, t5, t5..., (veja Fig. 2.11) onde #; =t + At1, Aty = t] + Ata, ...
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== q ] 1
€y : 1
. a i ' 1
F [ e
! i r P
: E 1 i i 1 1
] [ 1 : ' : 1
: I : i ]
5 : | 1 ! 1
i i i 4 : ]
L ! : £
| i 1 o ]
b g 1 - ! 1
1 i I i i ’ ]
‘ i 4 ; ' ] 1
b
[: 1 1 1 1 1 =]
[ P : . 1
[ 1 H : 1 : ]
i i 1 1 ]
i i 1 ! 1 : 1
I L L 4 1 1 » ’
- ’ ’ ’
O Lty th 13 )

Fig. 2.11 Divisdo em subintervalos

Se os intervalos Ar; (i = 1,2,3...) forem suficientemente pequenos, a velocidade variard muito pouco em cada um
desses intervalos e agora podemos calcular a distancia percorrida em cada um aproximando a velocidade média pela
velocidade num de seus pontos, por exemplo, o0 extremo esquerdo de cada intervalo:
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Axtﬁt’l = x(t&) —x(t1) = ‘_’tﬁz’lAtl ~ v(t1)Af1
Ax,_y = x(tp) = x(t1) = V0 Atz = v(11)AL
Axy_p = x(t3) = x(t3) = V. Atz = V(15)Al,

Somando membro a membro estas trés relagdes, obtemos o deslocamento total entre ¢; e ¢5:

x(15) —x(11) = v(t1) Aty + v(#1)At2 + v(t5) Atz

Se prosseguirmos até ¢, obteremos a soma das contribui¢cdes de todos os subintervalos em que [#1,¢2] foi dividido:

x(t2) —x(t1) = D W(t))AL;

Graficamente, cada termo da soma corresponde a area de um reténgulo e a soma é a area compreendida entre o eixo
Ot e uma linha poligonal “em escada” inscrita na curva v x ¢ entre ¢1 e t».

O valor da soma se aproxima tanto mais do resultado exato quanto menores forem as subdivisées A¢;. Logo, no limite
em que os At¢; tendem a zero, devemos obter:

. Area entre a curva v x ¢
x(t2) —x(t1) = lim Y v(t))At: = _
A0 &= eoeixoOtde ty ats

Definicédo de integral definida

O limite na equacao anterior € chamado de integral definida de v(¢) entre os extremos 1 e 2, € representado pela
notacao

) A, [P
Jim Z V()AL = J.tl w(t) dt

Exemplo 3  Vamos considerar o caso em que v(¢) é dado por
v(t) = 2at+b

como no Exemplo 2. O gréfico desta funcdo é uma reta como mostrada na Fig. 2.12. A &rea que temos que calcular
aqui € a area do trapézio sombreado. De acordo com a equacédo, encontra-se

v(t1) = 2at1 + b
V(tz) =2atr+b

Vi

V2

Pela definicdo de espaco percorrido, temos

x(t2) —x(t1) = Area do trapézio = Semi-soma das bases x Altura

%(Vl +v2)(t2 - t1)

Comparando com a definicdo de velocidade média, isto é,
x(t2) —x(t1) = Vi, (F2 — 11)

encontra-se que, para este movimento, a velocidade média é dada por

‘_}l‘l—’l‘z = %(Vl + V2)
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ou seja, a velocidade média num intervalo é a média aritmética das velocidades nos extremos do intervalo.
Substituindo os valores de v1 e vz, encontramos
Virot, = %(Zatl + b+ 2aty; + b)
= 3 (2aty +2atz + 2b)
=a(t1+1t2)+b
Logo, o espaco percorrido sera

x(t2) = x(t1) = Vi, (t2 — 11)
= [a(tl + 12) + b](tz - tl)
=a(t3—13)+b(t2 - t1)

%) 7 ra

Fig. 2.12 Exemplo de integracédo
Esta equacao pode ser aplicada em particular tomando para ¢1 o instante inicial 11 = 0 e para ¢ um instante genérico ¢.
Chamando x(0) = ¢ (o valor inicial de x), entao

x(t) = x(0) = a(¢2 — 02) + b(¢ — 0)
= at® + bt
Ou seja,
x(t) = at* + bt + ¢

Logo, este processo de “integracdo” nos permitiu recuperar a lei horaria do Exemplo 2 a partir da expressao da
velocidade e do valor inicial de x.

Secédo 2.4  Aceleracéao

Aceleracdo média

Por analogia com a definicdo de velocidade média, vamos definir primeiro a aceleragdo média no intervalo [z1,¢2] por

_w(t2) —v(t) _ Ay

duoty = to—11 At

A aceleracdo média pode ser positiva ou negativa, ou seja,

>0 sevcresceder ats

A1t
<0 sevdecrescedet at;
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Unidades de aceleracdo  Por definicdo, a aceleracdo tem dimens&do L7-2 e pode ser expressa em m/s2, km/h?,
cm/s? conforme as unidades usadas para medir comprimento e tempo. No SI, a unidade de aceleragdo é m/s?.

Aceleracdo instantanea

Aqui valem as mesmas consideracdes que levaram a definir velocidade instantanea. Assim,

att) = i XA i (A -

At-0 At dt
ou seja, a aceleragdo instantdnea é a derivada em relacdo ao tempo da velocidade instantanea. Substituindo v = %
encontra-se
_d dx) _ d%
=4 (4x ) 42X
o0 = Car) = ae

onde introduzimos a definicdo de derivada segunda de x em relacéo a ¢, indicada pela notagéo d?x/dt?.

Interpretacdo geométrica da aceleracdo instantanea

A mesma interpretacdo geométrica da derivada se aplica aqui: num grafico vx ¢ a(¢f) € o coeficiente angular da
tangente & curva no ponto correspondente ao instante .

Exemplo 4  Movimento de um automoével

x(m)
A

0 T I s fs te 1 Is fy

Fig. 2.13 Posi¢éo em fun¢&o do tempo

Com auxilio da interpretagdo geométrica da derivada como coeficiente angular da tangente a curva, pode-se esbocar
pelo menos qualitativamente o gréafico da velocidade instantdnea associada a esse movimento.
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Fig. 2.14 Velocidade em funcéo do tempo

O gréfico da aceleragdo instantanea se obtém de forma analago.

a (m/s?)

B L ' '
| Marcha-a-frente ' ' Marcha-a-ré
- A —— :
| _~Acelerando, ' Freiando-
| — '| ' ' N
ﬂ Iz
o— 1 (s)
I U \/ Iy

e
! re mmio ~Acelerando

Fig. 2.15 Aceleracéo em fung&o do tempo

Problema inverso

Aqui podemos também considerar o problema inverso, de determinar a variagdo da velocidade entre dois instantes,
conhecendo a(t). Assim,

W(t2) — (1) = j: alt) dt

Secdo 2.5 Movimento retilineo uniformemente acelerado

Um movimento retilineo chama-se uniformemente acelerado quando a aceleracéo instantanea é constante (ou seja,
independente do tempo). Da defini¢cdo

2
% — % = g = constante

Lei horaria do movimento  Considerando o movimento num intervalo de tempo [fo,], onde to é 0 instante inicial e
usando a técnica do problema inverso para a velocidade, encontra-se

W) ~vto) = [ adi = ati—10)

gue é a area do retangulo hachurado na Fig. 2.16.
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Fig. 2.16 Integracdo da aceleragéo
O valor v(¢9) = vo da velocidade no instante incial chama-se velocidade incial. Entdo da equacao
v(t) = v(to) = a(t —to)
encontra-se
v(t) = vo+a(t—to)
Da definicdo de espacgo percorrido, temos

x(0) ~x(t0) = [ v(t) df

onde chamamos de ¢ a variavel de integracéo para ndo confundir com ¢ o limite superior da integral. Esta area pode
ser calculada pela area do trapézio definida na figura como a soma da area do retangulo sombreado, que € vo(¢ — o),
com a area do triangulo sombreado, que é

La(t-10)(t-10)
v(7) Area —é—a(t —1)?

A

Vo i a(t = tg)

a(t — t)

Vo l-=r =1+

I—1p

i
y

Fig. 2.17 Integracédo da velocidade
Ou seja,
x(1) = ¥(to) = vo(t — o) + Sa(t - 10)(t - 10)

ou ainda
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x(t) = x(to) = vo(t = to) + Sa(t — t0)?

Definindo a posic¢ao incial como x(z9) = xo, encontra-se finalmente a lei horaria do movimento retilineo uniformente
acelerado,

x(t) = xo +vo(t—to) + %a(t —10)?
em funcéo dos valores inciais xg € vg. Assim, 0 MRUA é completamente descrito pelo par de equagdes

x(t) = xo+vo(t—to) + %a(t— 10)?

v(t) = vo+a(t—to)
Muitas vezes podemos eliminar ¢ — to dessas equacgles e obter uma equagdo alternativa a uma das duas anteriores.

Fazendo isso, encontra-se

v2 = v3 + 2a(x — xo)

Secédo 2.6  Galileu e aqueda dos corpos

Leia cuidadosamente esta secéo
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